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viii Bezeichnungen
Bezeichnungen
[to, ty] das betrachtete Zeitintervall (tp < ty)
to der feste Anfangszeitpunkt
ty der feste oder freie Endzeitpunkt
n Anzahl der Zustandsvariablen, n € IN
[ Anzahl der Steuervariablen, [ € IN U {0}
lp Anzahl der Steuerparameter, [p € IN U {0}
M Anzahl der Ereignisse E;, 1 =1,..., M
M-1 Anzahl der Phasen (Stufen) [E;, E; 1]
m Anzahl der Ungleichungsbeschrinkungen im Problem (P), m € N U {0}
g nin,k Anzahl der Ungleichungsbeschrankungen im Problem (AP)
in der k-ten Phase, ngninx € INU {0}
TUh,nln,k Anzahl der Gleichungsbeschrinkungen im Problem (AP)
in der k-ten Phase, njninx € IN U {0}
z(t) = (z1(t),...,7,(t))T, Vektor der Zustandsvariablen
x; je nach Kontext entweder die i-te Zustandsvariable z;(t)
oder der Funktionswert der jeweiligen Approximation zapp (%)
u(t) = (u1(t),...,uw(t))T, Vektor der Steuervariablen
U je nach Kontext entweder die i-te Steuervariable u;(t)
oder der Funktionswert der jeweiligen Approximation
Uapp (ti) bzw. Uapp (i41/2)
U der Steuerbereich: u(t) € U C IR, ¢ € [to, t/]
P = (p1,---,p1p)7, Vektor der Steuerparameter
E die M Ereignisse: E1 :=tg, ..., Ep := 1y
f = (fl(:z(t),u(t),p,t),...,fn(m(t),u(t),p,t))T,
die rechte Seite der Differentialgleichungen
g = (gl(x(t)7u(t)7p7t)7"'7gm(x(t)7u(t)apat))T7
die Ungleichungsbeschrinkungen g > 0
q die Ordnung der Zustandsbeschrankung g (z,u,p,t) > 0
e = (W), u(t),py O, BE L (a(0), 0,1
die Gleichungsbeschrinkungen h® = 0 in der k—ten Phase
) = (1)N,, eine strikte Unterteilung von [0, 1]:
O==m<m<...<7vo1<7yv:=1mit NeN, N >3
A = (t;)),, eine strikte Unterteilung von [to,%]:
to =:t1 <t2<...<tN_1<tN:=tf mit NeIN, N >3
h; = t;+1 — t;, die Lange des i-ten Diskretisierungsintervalls
h = max{h;: i=1,...,N — 1}, die absolute Feinheit der Diskretisierung
tivk/a = i+ 5t —t), k=1,2,3
CO([to, ty]) die Menge aller stetigen reellwertigen Funktionen auf [to, /]
Py A die Menge aller Funktionen [t9, %] — IR mit der Eigenschaft,
daf} sie auf jedem Teilintervall (¢;,¢;41), 1 =1,..., N — 1,
lokal ein Polynom vom Grade echt kleiner als k sind (k € IN, k fest)
SZ = IPpan CO([to,tf]), k > 2, k fest,
Raum von Splinefunktionen der Ordnung k auf A
-opt kennzeichnet die optimalen Lésungen
-app kennzeichnet die jeweiligen gewéhlten Approximationen
.G) = d/./d¥, j € NU {0}, die j-te totale Ableitung nach ¢
y" = (Y1,---,yn) € R*" fiir y € IR™*!, der transponierte Vektor zu y
\Y Va(y) = (8a/0y1,...,0a/0y,)T fir a : R™ - IR
A Vi g(z,u,t) = (0g/0z1,...,09/0z,)"
z(t —0) = limgoz(t+e€), z(t+0):=lim.oz(t+ €) (einseitige Grenzwerte)
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Einleitung

Viele komplexe Vorginge in Natur und Technik kénnen mathematisch als Losungen dynami-
scher Systeme mit gewGhnlichen Differentialgleichungen beschrieben werden. Die Bestimmung
optimaler Losungen solcher Systeme fiihrt auf optimale Steuerungsprobleme. Beispiele hierfiir
sind die optimale Steuerung einer Boeing 727 beim Flug durch Fallwinde (Kapitel 8.2), der
reichweitenmaximale Flug eines Hingegleiters bei Aufwind (Kapitel 8.3), die zeit- und ener-
gieminimalen Bahnen der Greifer an Industrierobotern (Kapitel 8.4 und 8.5) und der Entwurf

rauschminimaler, hochfrequenter Oszillatoren (Kapitel 8.6).

Die Losung dieser Optimalsteuerungsaufgaben ist in der Praxis nur mit numerischen Verfahren
moglich, da die Dynamik durch Gleichungssysteme von hoher Dimension und Nichtlinearitét

beschrieben wird und die Losung einer Vielzahl von Beschrénkungen geniigen mu8.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit einem neuen und effizienten numerischen Verfahren
zur Losung solcher Aufgaben: Durch Diskretisierung der Steuer- und Zustandsvariablen werden
die unendlich-dimensionalen Optimalsteuerungsprobleme auf Optimierungsprobleme in endlich-

dimensionalen Rdumen zuriickgefiihrt.

Es werden zwei spezielle Diskretisierungen von Steuer- und Zustandsvariablen untersucht. Be-
schriankungen und Differentialgleichungen werden dabei nur an den Diskretisierungspunkten
erfiillt (direkte Kollokation). Unter gewissen Voraussetzungen approximiert die Losung des
diskretisierten Problems die Losung des kontinuierlichen Problems, wenn die Diskretisierung
beliebig fein wird.

Diese Einsicht ermdoglicht mit der Losung des diskretisierten Problems eine zuverlissige Be-
rechnung der adjungierten Variablen sowie der oft komplizierten Schaltstrukturen, wenn Be-
schriankungen der Steuer- und Zustandsvariablen vorliegen. Die Methode liefert damit vorziigli-
che Ausgangswerte fiir eine weitere Behandlung des Optimalsteuerungsproblems mit dem Mehr-
zielverfahren [24], [136]. Der rechen- und arbeitsintensive Aufwand fiir die Aufstellung von
Homotopieketten mit wechselnden Schaltstrukturen beim Mehrzielverfahren kann so erheblich
reduziert werden. Die Effizienz dieser , hybriden“ Methode, die die Verbindung von direktem
Kollokations- und Mehrzielverfahren darstellt, wird unter anderem demonstriert an der opti-
malen Steuerung einer Boeing 727 beim Flug durch Fallwinde und der Zeit- und Energiemini-
mierung der Bahnen von Greifern an Industrierobotern.

Die mit der neuen numerischen Methode berechneten optimalen Roboterbahnen sind zur di-

rekten praktischen Umsetzung geeignet. Experimente belegen das.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Programmpaket DIRCOL zur numerischen Lésung opti-
maler Steuerungsprobleme erstellt. Auf dessen kompletten Abdruck wird wegen des Umfangs
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von ca. 20000 Zeilen FORTRAN 77 Programmtext verzichtet.

Zur Losung der endlich-dimensionalen nichtlinearen Optimierungsaufgaben wird auf das auf
sequentieller quadratischer Programmierung beruhende Verfahren NPSOL von Gill, Murray,

Saunders und Wright [51] zuriickgegriffen.

Der Algorithmus DIRCOL hat sich zur effizienten Losung neuer komplexer Optimalsteuerungs-
probleme in den Anwendungen bewidhrt. Er wird bereits an mehreren Lehrstiihlen der Tech-
nischen Universitdt Miinchen erfolgreich eingesetzt: am Lehrstuhl fiir Hohere Mathematik und
Numerische Mathematik im Rahmen zahlreicher Diplom- und Forschungsarbeiten (vgl. Kapi-
tel 8.7), am Lehrstuhl fiir Hochfrequenztechnik zum Entwurf rauschminimaler, hochfrequenter
Oszillatoren (vgl. Kapitel 8.6) und am Lehrstuhl fiir elektrische Antriebstechnik zur Berechnung
optimaler Steuerungen fiir Industrieroboter (vgl. Kapitel 8.4.4).

In Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit wird die mathematische Aufgabenstellung beschrieben.
Ein allgemeines Optimalsteuerungsproblem (P) wird formuliert, anhand dessen die theoreti-
schen Untersuchungen durchgefiihrt werden. Eine Erweiterung von (P) auf Probleme mit meh-
reren Phasen fiithrt auf die verallgemeinerte Problemstellung (AP), die Grundlage der Imple-
mentierung DIRCOL ist.

Kapitel 2 gibt einen kurzen Uberblick iiber gebriuchliche numerische Methoden zur Losung

optimaler Steuerungsprobleme.
Die Diskretisierungen des Optimalsteuerungsproblems werden in Kapitel 3 beschrieben.

Konvergenzuntersuchungen sind der Inhalt von Kapitel 4. Die Losung der notwendigen Opti-
malitdtsbedingungen erster Ordnung des diskretisierten Problems approximiert unter gewissen
Voraussetzungen die Losung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen des kontinuierlichen

Problems, wenn die Diskretisierung beliebig fein wird.

In Kapitel 5 wird eine Methode zur Berechnung der adjungierten Variablen des Optimal-
steuerungsproblems mit Hilfe der Losung des diskretisierten Problems beschrieben, die auch
bei Zustandsbeschriankungen zuverléssig ist. Ausgehend von der Schitzung der adjungierten
Variablen wird eine Methode zur Schétzung des Fehlers im Giitefunktional angegeben (Kapitel
5.4). Diese Fehlerschitzung kann sehr zuverlissig und sogar auf die erste Stelle genau sein, wie
die Ergebnisse beim reichweitenmaximalen Flug eines Hiingegleiters bei Aufwind (Kapitel 8.3)

und bei der Entwurfsoptimierung hochfrequenter Oszillatoren (Kapitel 8.6) zeigen.

Zur Losung der in einer Implementierung der Diskretisierungsansitze wichtigen Frage der Wahl
der Gitterpunkte werden in Kapitel 6 mehrere neue und effektive Strategien zur statischen
und beweglichen Wahl der Gitterpunkte entwickelt. Die Effektivitit der Gitterpunktwahl wird
an der optimalen Steuerung eines Modellroboterarms entlang eines vorgegebenen Bahnprofils
(Kapitel 6.4) demonstriert.

Als weitere Aspekte einer effizienten Implementierung werden eine geeignete Problemformu-
lierung, die Berechnung von Gradienten, SQP-Verfahren, Abbruchkriterien etc. in Kapitel 7

untersucht.
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Kapitel 8 enthilt ausgewihlte Anwendungen der neuen Methode.

Am Problem der optimalen Steuerung einer Boeing 727 beim Flug durch Fallwinde wird de-
monstriert (Kapitel 8.2), wie eine vorher Wochen dauernde Herleitung und Berechnung einer
numerischen Losung iiber eine Homotopiekette und das Mehrzielverfahren mit Hilfe von DIR-
COL auf wenige Stunden verkiirzt wird.

Beim reichweitenmaximalen Flug eines Héngegleiters bei Aufwind (Kapitel 8.3) werden die
optimale Losung, die adjungierten Variablen sowie Auf- und Absprungpunkt der Steuerbe-
schrankung genau berechnet.

Die zeit- und energieminimale Optimierung von Punkt-zu-Punkt-Bahnen des Greifers beim
Industrieroboter Manutec r3 wird in Kapitel 8.4 ausfiihrlich untersucht. Die Effizienz der Kom-
bination von direkter Kollokations- und indirekter Mehrzielmethode wird an der Losung eines
sehr komplexen Optimalsteuerungsproblems mit mehreren aktiven Zustandsbeschriankungen
unterschiedlicher Ordnung aufgezeigt. Bei der Bestimmung einer zeitoptimalen Steuerung mit
DIRCOL konnen sofort 11, zum Teil sehr nahe beieinander liegende Schaltpunkte berechnet wer-
den. Zusammen mit den berechneten adjungierten Variablen erhilt man so genaue Schétzwerte,
dal das Mehrzielverfahren mit diesen Startwerten bereits nach wenigen Iterationsschritten auf
10 Dezimalen genaue Losungen liefert. Bei Einbeziehung der Schaltstruktur in die Optimierung
kann die Losung trotz der hohen Komplexitit des dynamischen Modells und der vielen Steuer-
und Zustandsbeschrinkungen auch mit DIRCOL in hoher Genauigkeit berechnet werden. Die
berechneten optimalen Bahnen sind zur direkten Umsetzung auf reale Roboter geeignet, wie
ein Laborexperiment belegt.

Der Vergleich der neuen Methode mit einigen bekannten Verfahren der Literatur zur Berech-
nung zeitoptimaler Roboterbahnen in zwei, drei und sechs Freiheitsgraden zeigt, dafl die in
der Literatur angegebenen Ergebnisse nicht immer optimal sind (Kapitel 8.5). Die publizierten
Resultate fiir Bahnen in drei und sechs Freiheitsgraden kénnen teilweise erheblich verbessert

werden.

Die breite Einsetzbarkeit der neuen Methode wird am Problem des Entwurfs rauschminimaler,
hochfrequenter Oszillatoren (Designoptimierung) abgeschlossen (Kapitel 8.6). Der rauschmini-
male Entwurf fiir einen speziellen hochfrequenten Oszillatortyp kann zum ersten Mal mathema-
tisch durch Anwendung von DIRCOL berechnet werden. Messungen bestétigen die deutliche
Reduktion des Phasenrauschens [4].



4 1 Das Problem der optimalen Steuerung

Kapitel 1

Das Problem der optimalen Steuerung

In diesem Abschnitt wird, der besseren Ubersicht wegen, ein allgemeines Modellproblem (P)
vorgestellt. An ihm werden die Diskretisierungen vorgenommen, die Konvergenzeigenschaften
nachgewiesen und Strategien zur Gitterpunktwahl vorgeschlagen. Die erhaltenen Ergebnisse
sind jedoch auf die allgemeinere Problemstellung (AP) iibertragbar. Insbesondere ist diese
Ubertragung im Algorithmus DIRCOL im Rahmen dieser Arbeit bereits durchgefiihrt worden.

1.1 Das Optimalsteuerungsproblem (P)

Das gegebene dynamische System wird beschrieben durch ein System von n nichtlinearen Dif-
ferentialgleichungen

j:i :fz(x(t),u(t),t), 7;:1,...,77,, t() Stgtf (11)

Der Endzeitpunkt ¢ kann entweder fest vorgeschrieben oder aber frei wihlbar sein. Im folgenden
wollen wir ¢ als nicht vorgeschrieben annehmen.
Es sind Anfangs- und Endbedingungen

ri(z(ty),z(tf)) =0, i=1,....,n+n; <2n, 0 <ns; <n, (1.2)
einzuhalten, die hier durch

$Z(t0) = 40, 1 = 1, e, n,
.Tk(tf) = Tk,f, k = 1,...,nf, (13)
xk(ty) frei, k& = ny;+1,...,n,

gegeben sind. Aulerdem miissen die Ungleichungsbeschrankungen
g;(@(t),u(t),t) >0, ty<t<t;, j=1,...,m, (1.4)

eingehalten werden (dabei muf} kein u;, explizit in g; auftreten). Die Ungleichungsbeschrankun-
gen seien nur im Inneren des Zeitbereiches aktiv, d.h. g;[;, > 0 und g;|;, > 0.

Der Vektor von Steuervariablen u(t) und der Endzeitpunkt ¢; sind jetzt so zu bestimmen, daf

Jlu, ts] = @(x(ty), ty) (1.5)

minimal wird. Dabei sind z(t) = (z1(¢),...,z,(¢))" mit z; : [to,tf] = R, j = 1,...,n, und
u(t) = (ur(t),...,w(t)” mit uy, : [to,t;] = R, k=1,...,0L, u(t) € U C RY t € [ty, tf], ug
beschrinkt und mefibar. Die Funktionen ® : IR" x IR — IR, f : R" x IR x IR — IR" und
g:IR" x IR! x IR — IR™ seien stetig differenzierbar.
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1.2 Die verallgemeinerte Problemstellung (AP)

In vielen Aufgabenstellungen in der Praxis treten allgemeinere Problemstellungen als (P) auf.
Betrachtet man z.B. die Aufstiegsbahnoptimierung eines zweistufigen Raumtransporters [35],
bei der, vereinfacht gesprochen, ein Gleiter im Huckepackverfahren auf einem Trégerflugzeug bis
in einen gewissen Hohen- und Geschwindigkeitsbereich getragen wird, in dem sich die Trennung
der beiden Flugkdrper vollzieht, so sind vor und nach dem Trennzeitpunkt Massen und dynami-
sches Verhalten der beiden Flugkorper unterschiedlich. Der Trennzeitpunkt ist selbst variabel
und muf} mitoptimiert werden. Er wird durch zuséitzliche Bedingungen festgelegt. Zeitpunkte
dieser Art werden Schaltpunkte genannt.

Um auch solche Aufgaben sinnvoll behandeln zu kénnen, ist es notwendig, Schaltpunkte in ei-
ner allgemeineren Problemformulierung bei der Entwicklung des numerischen Verfahrens mit zu
beriicksichtigen. Auflerdem sollte die Problemformulierung so weit sein, daf§ auch Randstiicke
und Beriihrpunkte von (aktiven) Zustandsbeschrinkungen miteinbezogen werden kénnen. Da-
mit wird eine Diskretisierung méglich, die an die Schaltstruktur eines Problems angepafit wer-
den kann. An einem Schaltpunkt kénnen sich somit die Differentialgleichungen unstetig dndern
oder es kann eine Beschrinkung aktiv bzw. inaktiv werden.

Es gebe M — 2, M > 2, Schaltpunkte tg1,...,tsm—2 (aufsteigend geordnet), an denen sich
z. B. die Steuerungen und/oder die Differentialgleichungen unstetig dndern kénnen. Diese wer-
den gemeinsam mit den Anfangs- und Endzeitpunkten in einem Vektor E von FEreignissen Ej,
zusammengefaflt

E = (E1,E2,---,EM71,EM)
= (to,ts’l,...,ts’M_Q,tf). (16)

Das Intervall [Ey, Exy1], K =1,..., M — 1, nennen wir die k-te Stufe nach dem physikalischen
Ereignis der Stufentrennung oder, allgemeiner, die k-te Phase. M — 1 > 1 ist die Anzahl der
Phasen und M > 2 ist die Anzahl der Ereignisse.

Die Differentialgleichungen sind stiickweise definiert durch

' fl(a:,u,p,t), lo < < s,
o(t) = < fF(x,u,p,t), tsp-1 < < tsg, k=2,...,M -2, (1.7)
. fM_l(.’L‘,u,p,t), tS,MfZ S S tf,

( f{c(w’u’p’t)
mit f¥(z,u,p,t) = , d.h. fF RUPHPHL SR E=1,...,M —1.

\ fﬁ(m,u,p’t)

Der Vektor p € R’ steht hierbei fiir (konstante) Steuer- oder Entwurfsparameter, die zusétzlich
beriicksichtigt werden. Aufier den Randbedingungen (1.3) sind noch Phaseniibergangsbedingun-
gen gegeben, die in allgemeiner Form durch

r (x(to), to, 2(ts), t) = 0, (1.8)
t=1,..., Trnln,1y Tlrnin,1 > 0,
’f'lk+1($(t5,k — 0), x(ts,k + 0), tg,]c) = 0, (19)
I = ]-7 <+« s Npnln k+15 Tlrnlnk+1 Z 05 k= ]-7 ER] M — 21
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beschrieben werden. Art und Anzahl der Gleichungs- bzw. Ungleichungsbeschrankungen kann
von Phase zu Phase verschieden sein:

gzk(xa u,p, t) 2 0: 1= ]-a -« Ngnink, Tgnln,k 2 Oa (110)
hfk(xv u,p, t) = O: 1= 17 -« «3»Mhmin,k; Mh,nlnk Z 0; (111)
ko= 1,...,M—1.

Das zu minimierende Zielfunktional héngt i. allg. von den Werten der Zustandsvariablen an den
Ereignissen, den Ereignissen selbst, sowie den Steuerparametern

Ju,p, B, ..., Evo, En] = @(a(to), a(tsy — 0), a(tss +0), ..., x(ty),
EQ:"'aEM—laEMa p) (112)

ab. Die Abhidngigkeit des Zielfunktionals von p erméglicht es, Minimaxprobleme effizient zu
behandeln (vgl. Kapitel 8.2).
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Kapitel 2
Numerische Methoden (Uberblick)

Umfangreiche theoretische, numerische und experimentelle Forschungsarbeiten fiihrten in den
letzten drei Dekaden zu einer Fiille von unterschiedlichen Ansdtzen zur numerischen Losung
optimaler Steuerungsprobleme vom Typ (P), von denen einige in diesem Kapitel genannt werden
sollen.

Bei den numerischen Methoden unterscheidet man zwischen direkten und indirekten Verfahren
(s. z.B. [139]).

Als indirekt werden alle Verfahren bezeichnet, die in irgendeiner Form explizit auf die not-
wendigen Bedingungen der Optimalsteuerungstheorie zuriickgreifen, denen die optimale Losung
geniigen muf} (s. Kapitel 4.1). Diese Verfahren verwenden die adjungierten Variablen, die Hamil-
tonfunktion und das Maximumprinzip (s. Pontryagin, Boltyanskii, Gamkrelidze und Mis¢enko
[110]) oft explizit und in spezieller Form, d.h. fiir diese sind vom Benutzer einer indirekten Me-
thode entsprechende Informationen fiir jedes Optimalsteuerungsproblem neu bereitzustellen.

Bei direkten Verfahren wird durch Diskretisierung (d.h. endlich-dimensionale Approximati-
on) entweder nur der Steuervariablen oder der Steuer- und auch der Zustandsvariablen das
unendlich-dimensionale Optimalsteuerungsproblem auf ein endlich-dimensionales nichtlineares
Optimierungsproblem (NP) transformiert, und es werden Methoden der nichtlinearen Opti-
mierung angewandt. Diese Verfahrensklasse ist u.a. dadurch gekennzeichnet, dafl vom Benut-
zer keine Informationen iiber adjungierte Variablen oder das Maximumprinzip bereitzustellen
sind. Die Anwendung der direkten Methoden erfordert weniger Vorkenntnisse und weniger Vor-
arbeiten, als bei indirekten Verfahren. Direkte Verfahren zur effektiven numerischen Losung
optimaler Steuerungsprobleme sind jedoch erst mit der Entwicklung effizienter Methoden fiir
nichtlineare Optimierungsprobleme mit mehreren hundert Variablen und mehreren hundert
Gleichungs- und Ungleichungsbeschrinkungen brauchbar geworden.

Bemerkung 2.1 Die Bezeichnungen direkt und indirekt werden hier nicht im Sinne von Tol-
le [145] verwendet. Die von Tolle als direkt und indirekt (in der Verwendung des Maximum-
prinzips) unterschiedenen Verfahren werden nach der obigen Klassifizierung alle als indirekte
Verfahren bezeichnet.
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2.1 Indirekte Verfahren

Die indirekten Verfahren lassen sich in der Verwendung des Maximumprinzips nochmals un-
terscheiden: Die notwendigen Bedingungen und Maximumprinzip (Minimumprinzip) werden
meist entweder zur Formulierung eines (Mehrpunkt-)Randwertproblems oder zur Formulierung
eines Minimierungsproblems der Hamiltonfunktion unter den Nebenbedingungen eines Rand-
wertproblems herangezogen.

Auf der Mehrzielmethode beruhende Verfahren zur Losung von Mehrpunktrandwertproble-
men, die man aus notwendigen Bedingungen fiir Losungen von Optimalsteuerungsaufgaben
erhilt, wurden von Bulirsch [24] (Programme BOUNDSOL, OPTSOL), Deuflhard [40] (Pro-
gramm DLOPTR), Oberle [101] (Programm BOUNDSCO), Kiehl [74] (Programm VBDSCO)
und Hiltmann [64] (Programm MUMUS) neu- bzw. weiterentwickelt (Ubersicht in [65]) und
konnten erfolgreich zur numerischen Losung einer Fiille unterschiedlichster komplexer Aufga-
ben verwendet werden (z.B. Breitner [18], [21], Callies [29], Chudej [35], [36] und Koslik et
al. [77]).

Auch Kollokationsverfahren sind in diesem Zusammenhang untersucht worden (z.B. Dick-
manns, Well [42]), haben jedoch bislang hier keine gréflere Verbreitung gefunden.

Bei den Gradientenverfahren wird die Hamiltonfunktion durch iterative Verbesserung der Steue-
rungen minimiert. Dabei ist Vorwértsintegration der Bewegungsgleichungen und Riickwérts-
integration der adjungierten Differentialgleichungen erforderlich. Beispiele fiir diese Methoden
sind Gradienten- und Min-H-Verfahren (Bryson, Ho [23], Tolle [145]), die Methode der suk-
zessiven Approximation (Chernousko, Lyubushin [33]), der sequentielle Gradienten-Restaura-
tionsalgorithmus (Miele [93]).

Nachteile der indirekten Verfahren sind:

e Vorwissen an Optimalsteuerungstheorie ist zur Anwendung der Methoden notwendig.

e Erhebliche Vorarbeit zur konkreten Anwendung der Methode muf} geleistet werden (z. B.
zur Formulierung der adjungierten Differentialgleichungen).

e Die Verfahren sind empfindlich abhéingig von Anfangsschitzungen fiir die adjungierten
Variablen, den Anfangsschitzungen der Steuerungen und der Integration der adjungierten
Differentialgleichungen.

e Gradientenverfahren liefern bei singulérer Steuerung hiufig nur ungenaue Steuerapproxi-
mationen.

e Zur Formulierung des Mehrpunktrandwertproblems bei Steuer- und Zustandsbeschrin-
kungen ist die genaue Kenntnis der Schaltstruktur notwendig. Diese konnte bisher, ebenso
wie geeignete Anfangsschiatzwerte fiir die adjungierten Variablen, nur mit Hilfe von sehr
arbeits- und rechenzeitintensiven Homotopietechniken mit der Mehrzielmethode gefun-
den werden (Das in dieser Arbeit entwickelte direkte Kollokationsverfahren eignet sich in
besonderer Weise auch zur Berechnung dieser Anfangsschéitzwerte und damit zur Kom-
bination mit der Mehrzielmethode).
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Als Vorteil der Mehrzielmethode ist hier hervorzuheben, dafi sie durch die Verifikation not-
wendiger Optimalitidtsbedingungen in hoher Genauigkeit die genauesten Losungen ermoglicht.
Die Anwendung der Technik des automatischen Differenzierens zur rechnerunterstiitzten For-
mulierung eines Teils der notwendigen Bedingungen des Mehrpunktrandwertproblems (wie der
adjungierten Differentialgleichungen) kann zudem die notwendige Vorarbeit erheblich reduzie-
ren (Mehlhorn, Sachs [92]).

2.2 Direkte Verfahren

In der Klasse der direkten Verfahren unterscheidet man:

o direkte Schieiverfahren, die die Steuerungen diskretisieren und die Bewegungsdifferenti-
algleichungen durch numerische Integration erfiillen, und

e direkte Kollokationsverfahren, die auch die Zustandsvariablen diskretisieren und zur Er-
fiilllung der Zustandsdifferentialgleichungen Kollokation verwenden.

Beide direkten Verfahrensklassen fiihren meist auf NPe mit verwandten diinnbesetzten Struk-
turen in Gradient und Jacobi-Matrix. Diese sind bei direkten Kollokationsverfahren jedoch von
hoherer Dimension als bei direkten Schielverfahren.

Direkte Schieflverfahren

Die ersten direkten Schiefiverfahren stammen bereits aus den spéiten sechziger Jahren, wo man
meist Straffunktionstechniken zur Losung der moglichst klein gehaltenen NPe verwendet hat.
Stellvertretend sei nur Williamson [150] zitiert. Die breite Anwendung dieser Algorithmen war
jedoch durch die verwendeten Straffunktionstechniken eingeschrinkt. Erst mit der Entwick-
lung leistungsfihiger Algorithmen wie den SQP-Verfahren wurde diese Verfahrensklasse kon-
kurrenzfdhig zu indirekten Methoden.

Heute oft verwendete Algorithmen sind das auf einfachem Schieflen beruhende Programm
TOMP von Kraft [79], [80], und die Modifikation von Horn [66], auch das auf Steuerungspa-
rametrisierung und mehrfachem Schieflen fiir die Bewegungsdifferentialgleichungen beruhende
Programm MUSCOD von Bock und Plitt [13]. Eine neuere Implementierung, die auf die obigen
Arbeiten aufbaut, ist das Programm PROMIS von Schnepper [70].

Ein Sonderfall ist das in der Literatur hiufig zitierte Programm MISER von Teo und Goh
[143], [144]. Hier liegt zwar vom Ansatz her ein direktes Schiefiverfahren vor, die Berechnung
der Gradienten ist aber wiederum auf die Integration der adjungierten Differentialgleichungen
abgestiitzt. Damit biiffit die Methode einen wichtigen Vorteil der direkten Verfahren ein. Das
Programm liefert auch sehr unbefriedigende Ergebnisse, wie die Untersuchungen von Ziegler
[152] und [142] zeigen.

Ein direktes Schiefverfahren zur Optimierung differential-algebraischer Systeme ist von Cu-
threll und Biegler [39] beschrieben worden. Ein paralleles Schiefiverfahren verwenden Enright
und Conway [43].

Im Vergleich zu den vielen praktischen Arbeiten gibt es nur wenige Arbeiten mit Aussagen
iiber die Konvergenz der approximierten Steuerung gegen die optimale Steuerung bei direkten
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Schiefiverfahren. Stellvertretend seien hier die Arbeit von Teo und Goh [144], deren Korrektur
von Roubicek [114], sowie die Arbeit von Cuesta [38] genannt.

Direkte Kollokationsverfahren

Die aus der Diskretisierung der Zustandsvariablen sowie der Erfiillung der Differentialgleichun-
gen durch Kollokation resultierenden NPe sind hoher dimensioniert als bei direkten Schief3-
verfahren. Daher hat diese Verfahrensklasse erst in den letzten fiinf bis zehn Jahren mit der
Entwicklung leistungsfihiger Algorithmen zur Losung endlich-dimensionaler nichtlinearer be-
schrinkter Optimierungsprobleme mit mehreren hundert Variablen und Beschrinkungen an
Bedeutung gewonnen (SQP-Verfahren, Kapitel 7.3).

Die in dieser Arbeit untersuchten Diskretisierungen fallen in diese Verfahrensklasse.
Der Stand der Literatur wird in Kapitel 3.4 referiert.

2.3 Weitere Verfahren

Nicht alle Ansétze zu numerischen Verfahren lassen sich in die obigen beiden Kategorien ein-
ordnen.

Rudolph verfolgt in [115] einen mafltheoretischen Ansatz, in dem das Optimalsteuerungspro-
blem durch ein lineares Programm iiber einem Mafiraum ersetzt wird, zu dessen L&sung die
semi-infinite Simplexmethode eingesetzt wird. Dieser Ansatz ermoglicht u. a. mit Hilfe der Dua-
litdtstheorie die Berechnung einer unteren Schranke fiir das globale Minimum des Optimalsteue-
rungsproblems.

Machielsen [88] beschreibt die Implementierung eines Verfahrens der Sequentiellen Quadrati-
schen Programmierung (SQP) im Funktionenraum zur Losung optimaler Steuerungsprobleme
mit Zustandsbeschriankungen. Die Methode beruht auf der numerischen Losung linearer Mehr-
punktrandwertprobleme.

Numerische Verfahren, die auf eine spezielle Form der Zustandsdifferentialgleichungen (1.1) zu-
geschnitten sind, beruhen z. B. auf Zustandsparametrisierung bei eindeutiger Auflosbarkeit der
Differentialgleichungen (1.1) nach den Steuerungen (z.B. Chen [31], Sirisena, Chou [133]). Ein
verwandtes Verfahren zur Optimalsteuerung bei Robotern wird von Johanni [71] beschrieben.

Bemerkung 2.2 Die in diesem Kapitel aufgezidhlten numerischen Verfahren sind nicht gleich-
wertig. So sind beispielsweise nur wenige der obigen Methoden iiberhaupt in der Lage, befriedi-
gende Losungen fiir wichtige praktische Probleme wie den aufheizungsminimalen Wiedereintritt
einer Apollo Kapsel in die Atmosphére der Erde ([105], [136], [139]) oder mehrdimensionale
Probleme mit Zustandsbeschrinkungen (Kapitel 8) zu berechnen.
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Kapitel 3

Zwei Diskretisierungen optimaler Steuerungsprobleme

Zwei Diskretisierungen des Problems (P) mit unterschiedlichen Approximationsordnungen wer-
den im folgenden vorgestellt.

Die Diskretisierung von niedrigerer Ordnung ist etwas robuster gegeniiber schlechten Start-
schétzungen der gesuchten optimalen Losungen z(t), u(t), t; von (P), wihrend die Diskreti-
sierung von hoherer Ordnung bessere Approximationseigenschaften besitzt.

Beide Diskretisierungen beruhen auf einer Diskretisierung des Zeitintervalls [to, ¢/]:
Gegeben sei eine strikte Unterteilung 6 := (7;)Y.,, N € N, N > 3, von [0,1], d. h.

O=mm<m<...<7v 1 <7178y =1, (31)

mit Konstanten 7; € IR.
Damit ist eine strikte Unterteilung A := (¢;)N,, N > 3, von [to, t;] durch

ti:t0+7'i(tf—t0), i=1,...,N, (32)
bestimmt, d. h.
t0:t1<t2<...<tN,1<tN:tf. (33)
Umgekehrt ist
ti—1
n=——2 i=1,...,N. (3.4)
tr —to

Folgende Bezeichnungen werden eingefiihrt:

hz' = hZ(A) = tz’—|—1 - tz’: 1 = 1, . .,N 1, (35)
h = hma(A) = max{h;(A): i=1,...,N —1}, (3.6)
hmin(A) = min{h;(A): i=1,...,N -1}, (3.7)
1
ti+1/2 = tz + é(tﬂ_l - tz) (38)
Fiir alle in dieser Arbeit betrachteten Diskretisierungen A gelte
hmax (A .
fmax(2) < K < 400 mit K =const. €IR, K > 0. (3.9)
hmin(A)
Die Gréfie h ist ein Ma$ fiir die absolute Feinheit der Diskretisierung. Es gelten die Beziehungen
ot; .
= 7,t=1,...,N, 3.10
5. = T (3.10)
ot; 1 .
a:;ﬂ = S(tm), i=1.., N1, (3.11)
h;
a = Ti41 — Ty, ’izl,...,N—l. (312)

at,
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Die jeweiligen Approximationen der gesuchten Funktionen z und u werden im folgenden durch
den Index ,,app“ gekennzeichnet, z. B. z,,p.

3.1 Stiickweise lineare Zustands- und stiickweise konstante Steuer-
variablen (DP1)

Der Ubersichtlichkeit halber sei zunichst der eindimensionale Fall n = 1, [ = 1 betrachtet.

uapp xapp

t ‘ | ‘ ¢
t; tivi2 tip t; tiv1

Abbildung 3.1: Die erste Diskrektisierung der Steuer- und Zustandsvariablen.

In Abhéngigkeit von der gewihlten strikten Unterteilung A werden die Steuervariablen durch
Uapp € IP1 A approximiert:

; = ; ; < t; =1,...,. N—=2
uapp(t) — { U; uapp(tz+1/2)a tz = t < i+ly ¢ ) ) ) (313)

UN—1 = Uspp(tn_1/2), tn-1 <t <ty.

Die Approximation der Zustandsvariablen wird stetig, stiickweise linear gewihlt durch z,,, €
SZA = IPQ,A N CO([to, tf])l

xapp(tN—l)"‘titN_1 (mapp(tN) - xapp(tN—l))a tn—1 <1t <tn.

hn—1

Tapp(ti) +% (Tapp(tit1) — Tapp(ti)), i <t <tipq, 1=1,...,N =2,
Tapp(t) =

(3.14)
Im allgemeinen Fall n > 1, | > 1 wird die obige Diskretisierung fiir jede Komponente von x
bzw. u durchgefiihrt.

Die Funktionen z,,, und u,p, sollen nun so bestimmt werden, dafl sie das Zielfunktional mi-
nimieren, die Differentialgleichungen und die Ungleichungsbeschrinkungen jeweils am Mittel-
punkt eines jeden Diskretisierungsintervalls erfiillen und den Randbedingungen geniigen. Mit
den Abkiirzungen

Tp = Tapp(ti), i=1,...,N, (3.15)
U; = uapp(ti+1/2); 1= 1, .. .,N - 1, (316)

ergibt sich das folgende endlich-dimensionale nichtlineare Optimierungsproblem:



3.1 Stiickweise lineare Zustands- und stickweise konstante Steuervariablen (DP1) 13

Diskretisiertes Problem (DP1): Bezeichnet
Y = (.Tl, Uly-+ -y TN-1,UN-1, TN, tN)T S R(N_I)I+Nn+1 (317)

den Vektor der gesuchten Parameter, so lautet das zu (P) gehorige endlich-dimensionale nicht-
lineare Optimierungsproblem: Minimiere

unter den Restriktionen

£ (Tapp (), tapp (), £) — Gjapp(t) = 0, fiirt =tip1n, i=1,...,N—1,

j:]'""’n’ (3.19)
7 (Tapp(t1), Tapp(tn)) = 0, j=1,...,n+ny, (3.20)
95 (Zapp (1), Uapp(t), 1) > 0, fiirt =t 11/, 1 =1,...,N — 1,

7=1...,m. (3.21)

Eine Abschwichung der Beschrinkungen in (DP1) fiihrt auf ein

Relaxiertes diskretisiertes Problem (DP1le):
Minimiere ®(Y) = ®(xn,tn) unter den Restriktionen

| fi(@app (), Uapp(t), 1) — Ljapp(t)| < € filrt =tipipp, i=1,...,N -1,
j=1,....n, (3.22)
7 (@app (t1), Tapp (tn))| < €, j=1,...,n+ny, (3.23)
9i(@app (1), Uapp(t), 1) > —¢€, fiirt =t;41p9, i=1,...,N —1,
j=1,...,m, (3.24)

mite € IR, € > 0.
Fiir e = 0 fallen (DP1) und (DP1e) zusammen.

Weitere Beziehungen lassen sich nun herleiten. In den folgenden Kapiteln wird darauf zuriick-
gegriffen. Der Ubersichtlichkeit wegen betrachten wir zuerst den Fall n = 1, { = 1. Dann erhilt
man mit obigen Formeln, den Abkiirzungen (3.15), (3.16) und mit

1
xapp(ti+1/2) = 5(% + $i+1), (3.25)
Tapp(tit1/2) = HTa (3.26)

i = 1,...,N—1,
die Beziehungen

8uapp (ti+1/2) -
aui ’
OUapp (tit1/2) Oapp (tit1/2)
axi a$i+1 ’ ( )

(3.27)
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Fiir die Restriktionen von (DP1) 148t sich leicht zeigen, daf

/(s

auapp (tz’+1/2)

oty

axaupp (ti—|—1/2)

Bui

OTapp (ti+l/2)

Ba:i

OTapp (ti+1/2)

Oty

ajﬁapp (ti+l/2)

aui

O app (tiv1/2)

(%i

ajJapp (ti+1/2)

Oty
1

hi

1

f (@app (tit1/2), Vapp(tiv1/2), Liv1/2)

gilt und somit folgt

0fit1/2

8UZ‘

0fit12

8$i

0fit1/2
Oty

0fit1/2
ou

Ofir1)2
ox

0fit1/2
ot

1,...,N—1.

I 6$app(ti+1/2)
0Ty 1 ’

__ OZapp(titiy2)

($i+1 - 3%‘)(72'+1 - Ti)

. N1

fi+1/27 ZzlaaN_

I’

1
(@5 + Tig1), us, §(ti + tz‘+1))

1

Y

Entsprechende Beziehungen gelten analog fiir die Ungleichungsbeschrinkungen g.

(3.29)
(3.30)
(3.31)
(3.32)
(3.33)
(3.34)

(3.35)

(3.38)
(3.39)

(3.40)
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3.2 Stiickweise kubische Zustands- und stiickweise lineare Steuer-
variablen (DP2)

Die Grundidee dieser Diskretisierung wird wiederum zunéchst fiir n = 1,/ = 1 erldutert.

uapp xapp
f(xappg:l{appa tz’—|—1/2)

j:app (ti—l—l/Q)

t; tiv1 t; liv1/2 tiq1

Abbildung 3.2: Die zweite Diskrektisierung der Steuer- und Zustandsvariablen.

In Abhingigkeit von der strikten Unterteilung A werden die Steuervariablen durch
Uapp € SA approximiert:

Uapp(ti)  Fiy (app(tiv1) — Uapp(ti)) i ST <tiy,
Uapp(t) = 3 i=1,... N—2 (3.41)
Uapp(In—1) +5 g (Uapp(tn) — Uapp(tn—1)), tv—1 <t <ty

Die Approximation der Zustandsvariablen wird stetig differenzierbar, stiickweise kubisch ge-
withlt durch 2,5, € S} := Py a N CO([to, ]):

3 3 t—t; k -
. (t) B Zk:ocﬁc (—"—ti_l_l_ti) , . t; §t<ti+1, ’L—l,...,N—2, (3 42)
app = - O )
Sioer T (EELY, o <t <t

Die Funktionen z,,, und u,p, sollen nun so bestimmt werden, daf} sie das Zielfunktional mi-
nimieren, die Differentialgleichungen bei ¢; und ¢;;,/2, die Ungleichungsbeschréinkungen bei ;
und die Randbedingungen erfiillen.

Mit der Abkiirzung

i'app(ti) = f(mapp(ti)a uapp(tz’)ati) = fi, 1=1,...,N, (3.43)

konnen die Koeffizienten ¢} in Abhéngigkeit von z,pp(t;), Uapp(ti), ty = t; und f zu

Cf) = xapp(ti)7 (344)
é = haf; (3.45)
ch = —=3app(ti) — 2hifi + 3Tapp(tiv1) — hifis1, (3.46)
¢ = 2app(ti) + hifi — 2@app(tiv1) + hifita, (3.47)
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bestimmt werden. Mit den weiteren Abkiirzungen

T, = xapp(ti)a (348)
Ui = Uspplti), i=1,...,N,

ergibt sich das folgende endlich-dimensionale nichtlineare Optimierungsproblem:

Diskretisiertes Problem (DP2): Bezeichnet
Y = (:vl,ul, ..., TN,UN, tN)T € ]RN(l+n)+1 (350)

den Vektor der gesuchten Parameter, so lautet das zu (P) gehérige endlich-dimensionale nicht-
lineare Optimierungsproblem: Minimiere

unter den Restriktionen

£ (Zapp (1), Uapp (£), 1) — Fapp(t) = 0, fiirt =ti1yp, i=1,...,N—1,

j=1,...,n, (3.52)
Ti(Tapp(t1), Tapp(tn)) = 0, j=1,...,n+ny, (3.53)
9 (@app(t), app(t),t) > 0, fiirt=1;, i=1,...,N,

j=1,...,m. (3.54)

Eine Abschwichung der Beschréinkungen in (DP2) fiihrt auch hier auf ein

Relaxiertes diskretisiertes Problem (DP2e):
Minimiere ®(Y) = ®(xn,tn) unter den Restriktionen

|fj(xapp(t),uapp(t),t) — j:j,app(t)| < €, fiirt = ti+1/2, 1= 1, ey N — 1,

j:17""n’ (3-55)

|7 (Zapp (t1), Zapp (tN))| < € j=1,...,n+ny, (3.56)
95 (Zapp(t), Uapp(t),t) > —¢, firt=1t;, i=1,...,N,

j=1...,m, (3.57)

mite € IR, € > 0.
Fiir e = 0 fallen (DP2) und (DP2¢) zusammen.

Bemerkung 3.1 Die Ansatzfunktionen (3.42) fiir z,,, haben gegeniiber anderen kubischen
Kollokationsansétzen den numerischen Vorteil, dafi durch (3.43) — (3.47) die Anzahl der freien
Parameter fiir jedes kubische Polynom von vier auf zwei und die Anzahl der Kollokations-
bedingungen je Teilintervall von drei auf eine reduziert werden. Somit wird das resultierende
nichtlineare Optimierungsproblem klein gehalten.

Bemerkung 3.2 Die Ansatzfunktion fiir x entspricht kubischer Kollokation an Lobatto-Punk-
ten, d.h. wenn [t;, t;41] auf [—1,+1] transformiert ist, lauten die Lobatto-Punkte —1, 0, +1.
Die Ordnung der Approximation ist im Inneren der Teilintervalle h® (vgl. Satz 6.2). Bei Verwen-
dung von Gauf}-Punkten, das sind im normalisierten Intervall die Punkte —\/%, 0, %q/%,
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ist die Ordnung der Approximation h® (vgl. [15]). Das scheint zuniichst fiir Gau-Punkte zu
sprechen, selbst wenn man beriicksichtigt, dafl dann x,,,(t) an den Gitterpunkten i. allg. nur
noch stetig und nicht auch differenzierbar ist. Vergleicht man jedoch den numerischen Aufwand
mit der Ordnung der Approximation, so zeigt sich, daf§ fiir N Gitterpunkte ; bei Lobatto-
Punkten nur 2V 4+ 1 Auswertungen der Differentialgleichungen f notwendig sind, da an inneren
Gitterpunkten die Auswertung von f jeweils im linken sowie im rechten Teilintervall verwen-
det werden kann. Dagegen sind bei Gaufl-Punkten 3N Auswertungen von f notwendig. Bei
gleichem numerischen Aufwand zur Auswertung der Differentialgleichungen entsprechen also
N Intervalle [t;,%;+1] bei GauB-Punkten in etwa 3/N/2 Intervallen bei Lobatto-Punkten. Au-
Berdem ist das resultierende nichtlineare Optimierungsproblem sehr viel kleiner (s. vorherige
Bemerkung): Bei Gauf-Punkten h#tte man 2(N — 1)n mehr Freiheitsgrade und 2Nn mehr
Gleichungsbeschrinkungen als bei (DP2).

Bemerkung 3.3 Die hier beschriebene zweite Diskretisierung optimaler Steuerungsprobleme
ist in dieser Form erstmalig von Hargraves und Paris in [57] verwendet worden. Eine verwandte
Diskretisierung ist von Kraft bereits in [79] vorgeschlagen worden. Kraft gibt eine kubische
Approximation der Steuerungen an. In beiden Arbeiten werden weder Aussagen zur Konver-
genz noch detaillierte Angaben zur effizienten Implementierung gemacht. In [79] werden fiir die
Diskretisierung auch keine numerischen Resultate angegeben.

Verwandte Diskretisierungen von x in einem Kollokationsverfahren zur Losung von reinen Rand-
wertproblemen bei gewohnlichen Differentialgleichungen werden z. B. von Maier [89] und Dick-
manns und Well [42] beschrieben.

Es werden nun einige weitere Beziehungen bereitgestellt, auf die in den nachfolgenden Kapiteln
zuriickgegriffen wird. Diese sind der Ubersichtlichkeit wegen fiir n = 1, [ = 1 aufgefiihrt. Mit
obigen Formeln und den Abkiirzungen (3.43), (3.48), (3.49) erhilt man am Mittelpunkt der
Diskretisierungsintervalle

1
Uapp (tiv1/2) = 5(% + Uit1), (3.58)
1 hi
Tapp(tiv12) = E(xi + Zip1) + 3 (fi = fir1), (3.59)
. 3Tit1—x; 1
Tapp (tir1/2) = EHT - Z(fi + fi+1), (3.60)

i = 1,...,N—1,

und weiter findet man die Beziehungen

aUapp(tiJrl/?) — 1 — —auapp (t”l/Q) (3.61)

8uz~ 2 8ui+1 ’ '
Oapp (ti+1/ 2) Oapp (ti+1/ 2)

0x; 0 OTiy1 ’ (3.62)
a’U«app(ti+1/2) -

Bin = 0, (3.63)
a’Uapp (ti+1/2) h; Of;

A Al .64

ou; + 8 ou’ (3:64)

Oapp (tiv1/2) _ hiOfin (3.65)

8ui+1 n 8 Ou ’
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aacapp(tﬂl/?) _ 1 i @@
o0x; 2 80z’
OTapp(tit1je) _ 1 hidfin
041 2 8 0z’
8$apg§t]\zf+l/2) = TZHS i (fi = fir1) +
Oapp (tiv12) _  10f;
Ou; 4 0u’
O app (ti+1/2) _ _l %
QUi 1 ou
aiﬁapp(ti+1/2) _ _i . 1%
Oz; 2h;, 40z’
aiapp(tiﬂ/?) _ i . lafi-f—l
0Tiq 2h; 4 Ox '’
i = 1,...N—1

Mit der Abkiirzung

—(r —n)_%(

fiv1y2 = f(@app(tit1/2), Uapp(Livi/2); tit1/2),

folgt nach der Kettenregel

Ofit1/2
8ui
Ofir1/2
Oy
Ofiv1)2
a’EZ’
Ofiz1)2
5$i+1
Ofit1/2
Oty

7 =

9 fis1

E

i=1,...

W%) ’

df;
J(;;Ll Tz‘+1> )

Ofit1/2 0Tapp(tiv1/2)  Ofit1/2 Oapp(tivi/2)
+ )
ox ou; ou;
Ofiv1/2 0Fapp (tiv12) | Ofiv172 Oapp(tiviye)
+ )
o0x 8ui+1 aui-i—l
Ofit1/2 OTapp(tiy1/2)
or 6£L'Z ’
Ofit1/2 OTapp(tiy1/2)
ox a$i+1 ’
Ofiv1/2 OTapp(tiv1/2)  Ofiv1/2 Oapp(tivr2) . Ofiz1y2 Otiy1ye
or 8tN 8tN ot 8tN ’

1,...,N—1.

(3.66)
(3.67)
(3.68)
(3.69)
(3.70)
(3.71)
(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)
(3.76)
(3.77)
(3.78)

(3.79)
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3.3 Diskretisierung mit Beriicksichtigung der Schaltstruktur

Im vorherigen Abschnitt ist nur eine stetige Approximation der Steuerungen betrachtet worden.
In vielen Optimalsteuerungsaufgaben éndert sich die optimale Steuerung an endlich vielen,
a priori meist unbekannten Zeitpunkten unstetig. Als Beispiel sei die sogenannte bang-bang
Steuerung bei im Problem (P) in f(z,u,t) linear auftretenden Steuervariablen genannt, wie sie
z.B. bei der zeitminimalen Steuerung von Robotern auftreten kann (s. Kapitel 8.4 und 8.5).
Auch gibt es Probleme, bei denen sich die rechte Seite der Differentialgleichungen an gewissen
Zeitpunkten unstetig dndern kann, wie z. B. beim Aufstieg eines zweistufigen Raumtransporters
in [35].

Schalt- | to
punkte L+ : = : : i i i t
Giterr 1t .. ti, 6 & 8t .. 8,
- Ns-1 3
punkte 1 Ffl 2 . tﬁz B} tﬁb
‘ g(x,ut) >0 ‘ g(x,ut)=0 ‘ g(x,u,t) >0 ‘

Abbildung 3.3: Ein Beispiel fiir die Beriicksichtigung des Randstiickes einer Zustandsbe-
schrinkung der Form g = @max — 2(t) > 0 (n = 1) in einer Diskretisierung
mit drei Phasen (2 Schaltpunkte).

Um auch solche Aufgaben sinnvoll behandeln zu kénnen, ist es notwendig, diese Schaltpunk-
te im Ansatz mit zu beriicksichtigen. Schaltpunkte gehen als weitere Freiheitsgrade in die
Diskretisierung ein. Diese Methode ist auch auf Randstiicke und Beriithrpunkte von (aktiven)
Zustandsbeschrankungen iibertragbar. Damit ist eine Diskretisierung mdoglich, die der Schalt-
struktur eines Problems angepafit ist. Wir betrachten dazu eine Verallgemeinerung der zweiten
Diskretisierung (DP2) auf die Problemklasse (AP):

Das Zeitintervall [¢y, tf] unterteile sich in M —1 Phasen (oder Stufen) [Ey, Ex 1], k=1,..., M —
1. Es seien M — 1 strikte Unterteilungen 6% := (7%)¥*, N, > 3, von [0, 1] gegeben, d.h.

0:7'1’“<7'2k<...<7']'f]k_1<7']’i,k:1, (3.80)

mit Konstanten 7F. Damit sind strikte Unterteilungen A* := (t)% N, > 3, von jeder Phase
[Ex, Fri1], k=1,...,M — 1, durch

tf :Ek+TZk(Ek+1_Ek)a 1= laaNka (381)

definiert, d. h.
Ey=t <th <...<th_, <th = Ep. (3.82)
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Die Beziehung (3.6) 148t sich nun verallgemeinern zu

R = th -t i=1,.. Ny -1, k=1,...,M—1, (3.83)
h = max{h¥: i=1,...,Ny—1, k=1,...,M —1}. (3.84)

Die Gréfe h ist wiederum ein Maf fiir die absolute Feinheit der Diskretisierung.

Die Freiheitsgrade der Parametrisierung sind u. a. die Werte von Zustands- und Steuervariablen
an den Gitterpunkten ¢¥. Dabei sind wegen

=t =FE 0, k=1,...,M -2, (3.85)

an den Schalt- bzw. Stufungszeitpunkten sowohl die links- als auch die rechtsseitigen Grenzwerte
der Steuer- und Zustandsvariablen

2(th,) = 2(Ben —0),  a(tf') = 2(Bp +0), (3.86)
Freiheitsgrade der Parametrisierung. Mit den Abkiirzungen

:Ef = :Uapp(tf), (3.87)
k

uf = (), i=1,...,Ny, k=1,..., M1,

ergibt sich somit das endlich-dimensionale nichtlineare Optimierungsproblem:

Diskretisiertes Problem (DAP2): Bezeichnet

Y = (x%,u%,...,x}vl,u}vl,
xl,ul,...,xm,ufw
.
xf/f_l u{w 1, xNM l,u%Mll,
By Bty pryeeopiy)t € R(SKE: Nelbm)+M =141 (3.89)

den Vektor der gesuchten Parameter, so lautet das zu (AP) gehérige endlich-dimensionale
nichtlineare Optimierungsproblem: Minimiere

o(Y)=27 (x},ac}vl,x%,m?vz,x?, .. xNM By By, pr,- .. ,plp) (3.90)
unter den Restriktionen

FF @app (t), Uapp (), D, 1) = Ejapp(t) = 0, fiirt =15, i=1,...,Np — 1, (3.91)
j=1,....,n, k=1,...,M —1,

T'Z-l(x},El,xNM LEv) = 0,i=1,...,nnn,, (3.92)

rp(a LAt By) = 0, =1, npamng, (3.93)
k=2,...,M—1,

95 (Tapp(t), Uapp(), 0, ) > 0, fiirt =1, j=1,...,ngump, (3.94)

h?k(xapp(t),uapp(t),p, t) = 0, firt=1tF j=1,...,npnns, (3.95)

i=1,....Ny—1, k=1,...,M—1.
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3.4 Diskretisierungen in der Literatur

Die wohl &lteste Diskretisierung zur Losung von Variationsaufgaben ist die sogenannte Poly-
gonzugmethode von Euler [44] (auch beschrieben bei Goldstine [52], Kapitel 2.2 und 2.3). Euler
verwendet eine der Approximation von z in (DP1) entsprechende, stetige, stiickweise linea-
re Approximation der gesuchten Funktionen zur Herleitung der notwendigen Bedingungen bei
Variationsaufgaben.

Betts und Huffman beschreiben in [9] zwei zu dieser Arbeit verwandte Diskretisierungen: Eine
Diskretisierung ist mit (DP1) vergleichbar, allerdings wird auch fiir die Steuerungen eine ste-
tige, stiickweise lineare Approximation verwendet im Gegensatz zu der stiickweise konstanten
Steuerung in (DP1). Die zweite Diskretisierung ist mit (DP2) vergleichbar, jedoch werden auch
hier die Steuerungen unterschiedlich approximiert: Die ebenfalls stetigen, stiickweise linearen
Steuerungen sind nicht auf dem Gitter A = (¢;)XX, sondern auf t; < t111/2 <ty <toyijo < ... <
tn-1/2 < ty erkldrt. Weitere Freiheitsgrade sind die Funktionswerte der Steuerungen an den
Mittelpunkten der Diskretisierungsintervalle. Diese Variante ist auch bei Enright und Conway
beschrieben [43].

Andreeva [2] beschreibt eine Diskretisierung, die auf expliziter Integration statt impliziter Kol-
lokation beruht und es erlaubt, die resultierenden (NPe) mit spezieller Technik bei geringem
Speicheraufwand zu 16sen. Da die Diskretisierung im wesentlichen auf dem Eulerschen Verfah-
ren zur Losung von Anfangswertaufgaben beruht, kénnen sensitive dynamische Systeme (wie
der Wiedereintritt einer Apollo Kapsel in die Atmosphére der Erde ([105], [136], [139])) jedoch
nicht befriedigend behandelt werden.

Vlassenbroek und van Dooren verwenden endliche Summen der Cebysev-Entwicklungen von
x und v [148] und erhalten so eine globale statt einer stiickweise lokalen Approximation der
Losung. Realistische oder sensitive Optimalsteuerungsaufgaben wurden nicht untersucht. Fiir
diese diirfte eine stiickweise Approximation aufgrund der grofleren Flexibilitéit jedoch von Vor-
teil sein.

Renes [112] beschreibt allgemeine Spline-Approximationen von z und u, kann jedoch keine
numerischen Resultate angeben, da keine Implementierung dieser Methode vorlag (s. [112]).

Lee und Chang verwenden orthogonale Polynome zur Approximation von x und u und benétigen
explizite numerische Integration zur Formulierung der resultierenden NPe [84].

Eine Strategie fiir direkte Kollokationsverfahren, bei nur stiickweise definierten Differentialglei-
chungen, wird von Jénsch, Schnepper und Well [70] beschrieben. Sie transformieren ein mehr-
stufiges Problem durch Vervielfachung der Zustandsdifferentialgleichungen auf ein einstufiges
Problem, d.h. bei ng Schaltpunkten erhélt man dann ein System mit n(ns + 1) Zustandsva-
riablen bzw. Differentialgleichungen. Dieses Vorgehen hat gegeniiber einer angepafiten Diskre-
tisierung wie (DAP2) den Nachteil, dal Gitteranpassungen bei unterschiedlicher Dynamik in
verschiedenen Stufen nicht mehr effektiv durchgefiihrt werden kénnen.
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Kapitel 4

Konvergenzeigenschaften der Diskretisierungen

Wir werden zunichst notwendige Bedingungen fiir eine Losung des optimalen Steuerungs-
problems (P) herleiten (Kapitel 4.1). Dann werden notwendige Bedingungen fiir die endlich-
dimensionalen nichtlinearen Optimierungsprobleme (DPi), i = 1,2, betrachtet (Kapitel 4.2),
um ihr Verhalten im Fall A — 0, wenn die Diskretisierung immer feiner wird, zu untersuchen
(Kapitel 4.3 und 4.4).

4.1 Notwendige Bedingungen fiir Losungen des Optimalsteuerungs-
problems (P)

Wir fassen die Bedingungen, denen eine optimale Losung von (P) geniigen mu8, fiir den Fall
einer Zustandsbeschrinkung und eines inneren Randstiickes zusammen.

Definition 4.1 (Hamiltonfunktion)
Die Funktion

H(z,u,t,\,n,):= i Ak () fr(z, u, t) + n(t)g(z, u, t) (4.1)

heifit (erweiterte) Hamiltonfunktion. Dabei sind A : [to,t;] = IR (adjungierte Variable zu xy,)
und 1 : [ty,tf] = IR Multiplikatorfunktionen.

Die Hamiltonfunktion heifit regulir entlang einer optimalen Lésung z(t),u(t), A(t),n(t) von
(P), wenn H(x(t),u,t, A(t),n(t)) ein eindeutig bestimmtes Minimum in @ = u(t) hat fiir alle
t € [to, tf].

Satz 4.2 (Notwendige Bedingungen fiir autonome Probleme)

Es seien m = 1 und ®, f, g stetig differenzierbar, dabei seien f und g nicht explizit von t
abhéingig, d.h. 0f;/0t =0,i=1,...,n, und 0g/0t = 0, Vt € [to,t]. U sei der zuldssige Steu-
erbereich und x(t), u(t) seien eine optimale Lésung von (P). Die Ungleichungsbeschréinkung g
sei aktiv auf einem Intervall [tein, tays) mit ty < tein < taus < ty (Randstiick).

Dann existieren ein Vektor mit adjungierten Variablen A = (\y(t), ..., \,(t))” und eine Multi-
plikatorfunktion n = m,(t), so dafl mit der Hamiltonfunktion H gilt:

B = Sl = ), (4.2
N —émt)%—n@%ﬂ (43)

i vooom, te <t <ty

(t) =0, falls g(x,u) > 0, d.h. tg <t < tein oder tyys <t < ty, (4.4)
K <0, falls g(z,u) =0, d.h. ton <t < taus. ‘
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Die optimale Steuerung minimiert H iiber U, d. h.
H(z,u,\,n) = IIlEIIIJI H(z,a, A\ n). (4.5)

Die freie Endzeit t; wird durch

0P (z(ts), ty)

H{(a(ty), ulty), Ats),n(ty)) = o, (4.6)

festgelegt. Dabei gilt
H(z(t),u(t), A(t),n(t)) = const., t € [to,tf]. (4.7)

Aufer den gegebenen n + ny Randbedingungen (1.3) sind die n — ny zusétzlichen Randbedin-

gungen
0P

M) = ——+—, k= 1,... 4.8

k( f) axk(tf), ny+1, I, ( )

giiltig. Im Auf- und Absprungpunkt tey, t..s der Ungleichungsbeschrinkung gilt
AMts+0) = Ats —0) —vs Vig(z(ts), ults)), vs <0, s=ein, aus. (4.9)
Falls u; nichtlinear in f, H reguldr und U offen ist, muf§

g—Z :,;Ak(t)%;’ern(t)% =0, t<t<ty, (4.10)
gelten.

Falls u; linear in f ist, so hat f eine Darstellung als f(z,u) = f'(z,u) + f*(z,u) - u; mit
f!/0u; =0, i = 1,2. Zusétzlich gelte m = 0 und der fiir u; zuléssige Steuerbereich sei durch
Ujmin < Uj(t) < Ujmax gegeben. Hat die Schaltfunktion S(t) := S-3p_; A (t) f2(z, w) nur isolierte
Nullstellen in einem Teilintervall J C [ty, 1], so ist dort die j-te Komponente der optimalen
Steuerung durch

Ujmin, wenn S(t) >0
(1) = “Pmin ' te 411
44 (¢) { Ujmax, wenn S(t) <0, (4.11)
gegeben (bang-bang Steuerung).
Beweis: Z. B. Maurer [91], (2.2.34) - (2.2.38), vgl. auch Jacobson, Lele, Speyer [68]. a

Die Resultate von Satz 4.2 lassen sich direkt auf nichtautonome Probleme iibertragen. Betrach-
tet man dazu das nichtautonome Problem (n > 1, [ > 1, m=1)

O(z(ts),tf) = min!, == f(z,u,t), 0<g(z,u,t), (4.12)

mit den Randbedingungen (1.3), so kann man dieses durch Einfiihrung einer weiteren Zustands-
variablen z,,; auf ein autonomes Problem zuriickfiihren. Mit

Tpt1 = t, j;n—H = 1, .’L'n_|_1(t0) = t(), (413)
lautet das erweiterte und autonome Problem
O(z(ts),ty) = min!, = f(z,u,2p41), 0<g(x,u,Tpi1). (4.14)

Wendet man nun auf dieses Problem Satz 4.2 an, so erhélt man
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Satz 4.3 (Notwendige Bedingungen fiir nichtautonome Probleme)

Esseienm =1 und ®, f, g stetig differenzierbar. U sei der zuléissige Steuerbereich und x(t), u(t)
seien eine optimale Losung von (P). Die Ungleichungsbeschrankung g sei aktiv auf einem In-
tervall [tein, tans) Mit ty < tein < taus < ty (Randstiick).

Dann existieren ein Vektor mit adjungierten Variablen A = (A1 (%), ..., Au(t), \ny1(t))T und eine
Multiplikatorfunktion n = 1, (t), so dafi mit der Hamiltonfunktion

H™ (@1, 0, A, ) z D) fe( 0, 8) + Aner(8) + n()g(z, u,1) (4.15)
gilt: _
L] (4.16)
() = aiifjl _ (4.17)
A(t) = —%Z: = —Z)\k Mx:”) n(t)%ﬁ”f), (4.18)
R e Y (220D )20 1) (419)

i = 1n to <t <ty,

G P R T
Die optimale Steuerung minimiert H" iiber U, d. h.
H"(z,u,t,\, A\py1,m) = glei[rjlﬂn(x,@,t,)\, Ani1,M)- (4.21)
Die freie Endzeit t; wird durch
Ha(t),u(t), 17, Mt7) M) nfeg) = =22 (1.22)
festgelegt. Dabei gilt
H"(z(t), u(t), t, A(t), Ans1(t),n(t)) = const., t€ [to,1s] (4.23)

AuBer den gegebenen n+ns+1 Randbedingungen (1.3), (4.13) sind die n—ny + 1 zusétzlichen
Randbedingungen

0P (z(ts),ty)

)\k(tf) Bxk(tf) ., k=ny+1,...,n, (4.24)

giiltig. Im Auf- und Absprungpunkt tey, t..s der Ungleichungsbeschrinkung gilt

/\(ts + 0) = )‘(ts - 0) — Vs Vg ( ( )a U’( s)a s), (4'26)

ts),t
Mialta£0) = Au(t, —0) -, 2L 1) 1)

0, s = ein, aus. (4.28)

IN

Vs
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Falls u; nichtlinear in f, H reguldr und U offen ist, muf§

%% :g/\k(t)WJrn(t)W =0, ty<t<ty, (4.29)
gelten.

Falls u; linear in f ist, so hat f eine Darstellung f(z,u,t) = f'(x,u,t) + f*(x,u,t) - u; mit
OftJou; = 0, 1 = 1,2. Zusiitzlich gelte m = 0 und der fiir u; zuléssige Steuerbereich sei
durch Ujmin < uj(t) < Ujmax gegeben. Hat die Schaltfunktion S(t) := Y5 i Me(t) f7(z, u, 1)
nur isolierte Nullstellen in einem Teilintervall J C [ty,tf], so ist dort die j-te Komponente der
optimalen Steuerung durch

Ujmin, wenn S(t) >0
(1) =4 Toteld 4.30
v (?) { Ujmax, wenn S(t) <0, ’ (4.30)
gegeben (bang-bang Steuerung).
Beweis: Die Bedingungen ergeben sich direkt aus Satz 4.2. O

Bemerkung 4.4 Bei der numerischen Losung der auf ein Mehrpunktrandwertproblem zuriick-
fiilhrbaren notwendigen Bedingungen erster Ordnung von (P) wird meist eine etwas andere,
unter gewissen Voraussetzungen dquivalente Formulierung der notwendigen Bedingungen ver-
wendet. Bei dieser wird nicht die Zustandsbeschréinkung g selbst sondern d?¢g/dt? an die ,,freie®
Hamiltonfunktion angekoppelt. Dabei ist ¢ die Ordnung der Zustandsbeschrinkung (s. Kapi-
tel 5.2).
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4.2 Notwendige Bedingungen fiir Losungen endlich-dimensionaler
nichtlinearer Optimierungsaufgaben

Wir betrachten das

Nichtlineare Optimierungsproblem (NP):

Minimiere
®(y), yelR", (4.31)
unter den Restriktionen
az(y) = I 7/ = ]-1 y Me, )
b](y) > ’ j=1, , M,

mit n, me, m € IN.
Definition 4.5 (Lagrangefunktion)
Die Funktion
Ly, p,0) = ®(y) = > piai(y) = > o;bi(y), p € R™, o € R™, (4.34)
i=1 j=1

heiBt Lagrangefunktion. Dabei sind p und o sogenannte Lagrangesche Multiplikatoren.
Mit Hilfe von L 1#8t sich eine Minimallgsung von (NP) kennzeichnen durch den

Satz 4.6 Ist (y,pu, o) ein Sattelpunkt von L, d. h. gilt
L(y,,6) < L(y, u,0) < L(y, u,0), Vg € R", Vi € IR™, V6 € R™, (4.35)

dann ist y eine Minimallsung von (NP).

Beweis: S. z.B. Collatz, Wetterling [37]. O

Zur Formulierung der notwendigen Bedingungen erster Ordnung wird eine Regularitdtsannahme
gemacht.

Definition 4.7 Die (hinreichende) Regularititsbedingung fiir NP (RNP) ist genau dann
erfiillt, wenn entweder alle aktiven Beschrinkungen linear oder die Gradienten der aktiven
Beschrinkungen linear unabhingig sind, d. h. Va,(y), ..., Van, (y) und Vb;(Y), j € I(y), mit
I(y):={j e N: 1<j<mund b;(y) = 0} sind linear unabhingig.

Satz 4.8 (Notwendige Bedingungen erster Ordnung, Karush-Kuhn-Tucker)
Es seien ®, a;, b;, i = 1,...,m¢, 7 = 1,...,m, einmal differenzierbar. Es sei y ein lokales
Minimum von (NP) mit

a;(y) = 0, 1=1,...,me,
bi(ly) = 0, je€l(y),

und (RNP) sei erfiillt.
Dann existieren y € R™*, 0 € R™, so da8 gilt
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(i) VyL(y, p,0) = Ve(y) — i 1 Vai(y) — £jt 0;Vb;(y) = 0.
(11) :U’zaz(y) = 07 1= ]-7 ey M,
ajbj(y) = 0, ]=1,,m
(iii) 0;>0,j=1,...,m.

Beweis: S. z. B. Fletcher [45], Gill, Murray und Wright [49], Ritter, Kredler [113] und die dort
zitierte Literatur. a

Satz 4.9 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung)
Die Voraussetzungen des Satzes 4.8 seien erfiillt und ®, a;, b;, 1 =1,...,m¢, 7 =1,...,m,
seien zweimal differenzierbar.

Falls Vz € R™"\{0} mit

Z'Vyaily) = 0,i=1,...,m,,
Z'Vbi(y) = je{jeN:1<j<mundo;>0}

gilt, daB

0? "
zT< L(y, ,0) z >0 4.36
Tan ) 22 (4.36)

(d. h. die Lagrangefunktion hat bei y entlang aller zuléssigen Richtungen eine nichtnegative
Kriimmung), dann ist y ein lokales Minimum von (NP).

Beweis: S. z.B. Fletcher [45], Gill, Murray und Wright [49] und die dort zitierte Literatur. O
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4.3 Punktweise Konvergenzeigenschaften von (DP1)

Wir wollen nun Satz 4.8 auf (DP1) anwenden und den Grenziibergang fiir A — 0 durchfiihren.
Der Ubersichtlichkeit halber sei n = 1,1 =1, m =1 und f und ¢ seien zweimal differenzierbar.
Die Abkiirzungen (3.15), (3.16), (3.37) und (3.43) werden verwendet.

Wir bilden die zugehérige Lagrangefunktion L'
Ll(Yv M, 0) = (D(.Q?N, tN)

- Z Hj ( (xapp +1/2)auapp(tj+1/2)atj+1/2) - iapp(tj+1/2))

N-1

— > 0y (xapp(tj+1/2)aUapp(tj+1/2)>tj+1/2) : (4.37)

J=1

Satz 4.8 liefert nun u. a. die Bedingungen

oLt
=0, 2=1,...,N 4.38
axz 7 ? ? 7 7 ( )
oLt
= =1,...,N—1 4.
au, 0, 1=1,..., , (4.39)
oL!
— = 0. 4.40
Din (4.40)
Vorbereitungen
Die Gleichungen (4.38) lauten ausfiihrlich
8L1 . 8<I>(3:N,tN)
aaci N aacz
o Oficip O app (ti—1/2) ([ Ofivye O app (tiv1/2)
Hi—1 Bzv, 8xZ Hi 8acz &EZ
0gi—1/2 0Giy1/2 .
—0;_ — 0; = =2,... — 1. 4.41
0i—1 8$Z 0; 8$1 07 G ) 7N ( )
Mit den Beziehungen (3.25) — (3.40) folgt daraus fiir i =2,..., N — 1
o' _ (O 1 1N\ (Ohp 11
8:1:1- N Hia ox 2 h,i, 1 Hi or 2 ]'L2
agz 1/2 ‘agz’+1/2 1

1
ox 2% o 2
Mil) % <,U‘ 3fi—1/2 n MiafiH/Q)

i/

Hi _
h hz 1 833 83‘;
1 agz 1/2 Ogiﬂ/g — 0
2 ox
i i1 1 8fz 1/2 _8fi+1/2 L 09;i-1/2 .8gi+1/2
= h; hi—1 2 < T Hi ox 9 Oi-1 o + 0; o . (442)

Fiir + = 1 ergibt sich

8_L1 - _ Of 14172 _ O app (t141/2) o 9911172
8.1'1 H 8951 8.1'1 ! 8331
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Ofiq1e 11 0914172 1
= — 4 | =2 = 4.43
“1< e 2 m) " e 27" (4.43)
und fiir + = N entsprechend
oL 0P (zy,tN) Ofn-1/2  OZapp(tn-1/2) Ogn—1/2
= — UN-1 — —ON-1
a.’L‘N aﬁL'N a.’L'N 83:N 6371\[

or 2 h,N,1

OB(zy,t Ofn_1jz 1 1 Ogn-1/2 1
M—MN1< fN /2 )—UN1 ggxlﬂ : 9 = 0. (4'44)

aﬂﬁN 2
Die Gleichungen (4.39) lauten unter Verwendung von (3.25) — (3.40)

oL! _ _afi+1/2_0_agi+1/2
ou; Hi ou ' Ou

Und Gleichung (4.40) lautet

= 0, i=1,...,N—1, (4.45)

oL’ _ 9%(zn,tn) _ NZ_IM, Ofjv12 _ Odapp(tiviya) | _ Nz_la,agﬂl/z
Oty oty =\ oty Oty = 7 oty
_ 6<I>(acN, tN) N1 8fj+1/2 1 .’L’j+1 —_ .Z'j
= Oty < Mg ot 2(TJ + Tj-l-l) + h? (TJ+1 TJ)
< 0gj1121
- 32_:1 7j gt ! 5 (T3 + Tj). (4.46)

Grenziibergang

Wir zeigen zunichst: Die Gleichungen (4.42) konnen als eine diskretisierte Version der adjun-
gierten Differentialgleichungen (4.18) interpretiert werden. Dazu setzen wir

Mtis1j) = —% i=1,...,N—1 (4.47)
= ui = —hiXtiy1)2),

und  ntizr) = —Z— i=1,...,N—1 (4.48)
=0 = —hin(tiyi)2),

mit differenzierbaren Funktionen A, 1. Somit erhalten wir fiir die linke Seite von (4.42)-(—1)

- (Z_: B Z:) = AMtivij2) = Altizip2)

Atiyi2) — A (ti+1/2 - %(hi + hz’—l))

= AMtity1/2) — Ativ12) + %(hz‘ + hic)) Mtisiye) + O (hZ)

= %(hi +hi 1) Altiag) + O (B?). (4.49)
Fiir die rechte Seite von (4.42)-(—1) findet man

1 Ofi—1)2 5fz’+1/2>
z

—— | hi_ 1 At
2( 1A (ti1)2)

+ hZA(tz+1/2) 8$
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1 09— 0g;
—3 (hi—ln(ti—l/Q) 1z hin(tis1/2) 8;1/2)
1 Ofiv1y2 Ofiv1/2
= —5 (hi—l </\(ti+1/2) + O(hi_l + h,)) < ax + O(hi—l + hz)) + hi/\(ti+1/2) 82?
1 09it1/2 9gi+1/2
_5 (hi—l <77(ti+1/2) + O(hi_1 + hz)) (T + O(hi—l + hz)) + hin(ti+1/2) or
1 Ofit1)2 09i11/2
Da h; # 0 fiir alle N, folgt aus den Gleichungen (4.49) und (4.50) die Gleichung
: of; 0g;
Ativi2) = —Altii/2) f@;l/z —N(tiz1/2) 98;1/2 +0(h). (4.51)

Das sind gerade bis auf O (h) die adjungierten Differentialgleichungen (4.18) bei t;11/5.

Falls u nichtlinear in f bzw. H ist, weisen wir nach, dafl (4.45) eine diskrete Version der
Optimalitdtsbedingung (4.29) ist. Mit (4.47) und (4.48) folgt aus (4.45) mit h; # 0 die Gleichung

Ofiv1/2
ou

0gi
+77(ti+1/2) it/ _ 0.

= (4.52)

A(tiv1/2)

Das ist die Optimalitdtsbedingung (4.29) zum Zeitpunkt #;11/,. Falls v linear in H ist diese
Gleichung trivialerweise erfiillt und keine Bedingung, die die optimale Steuerung festlegt.

Falls u linear in H betrachten wir die Lagrangefunktion L' aus (4.37) und erhalten mit (4.47)
und (4.48)

N-1 N-1
L' = ®(zn,tn) — D 1y (fj+1/2 - i’j+1/2) — Y 0 i
j=1 j=1
N-1 N-1
= @(@n,tn) + ) hiA(tjia2) (fj+1/2 - fbj+1/2) + D hyn(tiri2) g2 (4.53)
=1 =1

Fiir h — 0 konvergieren die Rechtecksummen gegen das Integral

tf

L' = Oaty) ) + [ (A®) (Fl,u,t) — £(t) + n()g(x, u,1)) dt. (4.54)

to

Die Lagrangefunktion L' ist eine Approximation erster Ordnung des Zielfunktionals, das um
das Integral iiber die mit Multiplikatoren A,  versehenen Nebenbedingungen erweitert worden
ist.
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Bei Verwendung einer auf der Lagrangefunktion beruhenden Giitefunktion zur Schrittweiten-
suche wird im nichtlinearen Optimierungsverfahren das Minimumprinzip in der diskretisierten
Form min,, L' (Gleichung (4.53)) direkt beriicksichtigt.

Die Steuerung u ist also bestimmt, falls v linear in H ist.

Es bleibt zu zeigen, dafl die Bedingung (4.46) eine diskrete Fassung der Bedingung (4.22) bei
freier Endzeit ¢; darstellt. Aus Gleichung (4.46) folgt u. a. mit

2 _ 00 _ 0 1 (4.55)
ot Orot  Ortr—ty '
a@(l']v,t]v)

Otn
= <8f_7+1/2

dafi 0 =

+ Z hiA(tjs1/2) 9t 2

j=1
= 0 1
9j+1/2

+ 2 hin(tjse) g;/ 5 (T3 + Tj1)

j=1
a(b(.’L'N,tN)

Oty
N—-1
Tjp1 —x;  Of;
+ Z (Tjp1 —75) </\(Tj+1/2) ( ]+1h' L+ ]6:_1/27']-4_1/2)
J

J=1

Tiy1 — T4
(5+7320) + B4 5 1 - 7))
J

09,
+77(Tj+1/2)%1/27j+1/2> . (4.56)

Fiir h — 0 konvergiert diese Gleichung gegen

0 3@(.%6(2),?5]“) +/01 (A(T)¢(7)+A( )?TM( )ST )dT (4.57)

Mit Gleichung (1.1) (bzw. (4.16)) (¢ = f), Gleichung (4.19) (Any1 = ...) und Gleichung (4.25)
(Ant1(ty) = ...) folgt weiter
0 = 0®(x(ty). ty) + /01 (/\(T)f(a:, u,T) — /.\n+1(7')7') dr

ot

= P [ O 7) + A dr = A (7

= %Z)’tf) + /01 (A7) f(z,u, T) + Apga1 (7)) dT- (4.58)

Wegen Gleichung (4.20) (bzw. Satz 4.8 fiir die Diskretisierung) gilt
n(t)g(z(t), u(t),t) = 0 fir alle t € [ty, tf].

1
0

Damit folgt

0 = %ﬁ;”% / S @) + A () + (g, 7)) dr
0P

N atf S / H*( T3 A7) Anga (7), n(7))dT. (4.59)

Wegen der Konstanz der Hamiltonfunktion H™ (Gleichung (4.23)) ist diese Gleichung dquivalent
zur Bedingung (4.22), die die freie Endzeit ¢, festlegt.
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4.4 Punktweise Konvergenzeigenschaften von (DP2)

Analog zum vorigen Abschnitt wenden wir Satz 4.8 auf (DP2) an und fiihren den Grenziibergang
h — 0 durch. Wir setzen n = 1, I = 1 und m = 1, benutzen die Abkiirzungen (3.43), (3.74),

(3.87) und (3.88) und setzen f und g als zweimal differenzierbar voraus.
Die zu (DP2) gehorige Lagrangefunktion L? lautet
L*(Y, p, 0)

(D(.TN, tN)

N-1
— 3 15 (f (Tapp(ti1/2), tapp (L 1/2), ie1/2) = Fapp (ti41/2))
i=1

N

- ZUJ' 9 (Tapp(t5); app(t;), 1) -
j=1

Satz 4.8 liefert nun u. a. die Bedingungen

oL?

aﬂ:i ) ? ’ ’ I
OL?

a/UIz Y ? ’ Y Y
OL?

— = 0.

Oty

Vorbereitungen

Die Gleichungen (4.61) lauten ausfiihrlich fiir i =2,..., N —1

8L2 8<I>(xN,tN)
aﬂfi N axz
Ofic1j2 OZapp(tizi1/2) Ofiy1/2  OZapp(tizi/2) 09
~Him ( 8:6, B Bzv, ) M ( a’IJZ B 8561 ) - O-Za—flfz

Mit den Beziehungen (3.58) — (3.79) folgt daraus fiir i =2,..., N — 1

oL o Oficip (1 hia0fi\ 3 10f
or; Hi—1 ox 2 8 Ox 2h,_1 40z
o (Ofiviz (1 hiOfi\ 3 10fi\} _
Hi or 2 8 Oz 2h; 4 0x 7i
_ 3 pia
2\ h hi,
1 afi 1 0fi—12 Ofiz1/2
—Z(Mz—l + Mz)a—x 3 (le o o
1 Ofi1/2 Ofiy1/2\ Ofi 0gi
+8 <hz_1,uz_1 ox T ox ox 7i ox
=0
3 (i Him 1 \Ofi L[ Ofiup Ofiyiy
= 2 <hz h11> 4('“1_1 + MZ) ox 2 (/J'z—l or Tt ox
1 Ofi—1)2 Ofiv1/2\ Ofi dg;
+8 <h11'u11 Oz N ox or oz

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

dg;

o0x

(4.65)
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Fiir + = 1 ergibt sich

oL Ofiyie (1 hi0fi 3 190f 991 _
5;“W(i£—§+§%“‘—"“_“” =0 (60)

und fiir + = N entsprechend

a—L2 _ 6<I>(xN,tN)
8xN N 8:1:N
_ Ofn-12 (1 hn10fn) 3 10fw
Hn-1 ox 2 8 Oz 2hy_1 4 Oz
dgn
—onv 22 = . 4.
ON 833 0 ( 67)
Die Gleichungen (4.62) lauten unter Verwendung von (3.58) — (3.79) fiir i =2,...,N — 1
oL ([ Oficip  Ofapp(ticne))  (Ofisip Oapp(tivije)
Bui Himy 8’“1 8’LLZ Hi 8UZ 8uz
o, 0%
7i 8uz

_ Ofi-1/2 i—1 0f; Ofii12 1 10f;
_ uz_( (-4 4 Hanl _ (150))

3fz+1/2 hi0fi\ | Ofinpl ([ 10fi\) _ 04
8 ou ou 2 4 Ou ' Ou

_ 1 afz 1/2 afz—}—l/2 1 ) ) %
- 2 <Mz 1 M ou 4(/1% + ,U,,,l) ou
1 afz 1/2 8fz'+1/2 5fz 3gz
8 ( i—1Mi—1 h,/,bz ax au au (468)

Fiir + = 1 ergibt sich

8L2 _ 8f1+1/2 hl 8f1 8f1+1/2 1 1 8f1 891 _
a;—‘%(ax Sou)t o0 2 \T1aw)) T =0 469

und fiir = N analog

6—112 _ 3fN—1/2 _hN—l afN +afN,1/21 B 18fN
auN - MUN-1 " 8 au au 5 4 au

Gleichung (4.63) lautet ausfiihrlich

a_L2 0P(zn, tn) szl 8f3+1/2 _ O app (tj+1/2) Z
Aty Oty - Oty JatN
8<I>(xN, tN)
Oty
_ 21 6f]+1/2 Oapp (tj+1/2) | Ofisr/o Oapp(tivrje) | Ofjw1y2 Oljwiy
at]v ou atN ot atN
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_aj:app(tj+1/2)>
Oty
N agj 8tj
=2 %) oy
O0P(zy,tn)
B Oty
NT (B (T — T h; (8f;  9f;
-5 (2 (B0 - 4 8 (B )
Ofjr1/2 Ofjr12 T + Tjta
o YT a2
3 —(1j41— 1) 1 (0f; Ofj+1
- (5 (@j+1 — ;) W 2 (8—;Tj + 5: Tj+l
N .
—Zgj%ﬁ' = 0. (4.71)
2%
Grenziibergang

Die Gleichungen (4.65) sind eine diskretisierte Fassung der adjungierten Differentialgleichun-
gen (4.18). Dazu setzen wir

AMtiyrje) = 7}7-" i=1,...,N—1 (4.72)
2
= Wy = _ghi)\(tz’+1/2)a
und nt;) = —Z— i=1,...,N—1 (4.73)
= 0; = —hzn(tz),

mit differenzierbaren Funktionen A,  (Da nach Voraussetzung g|;, > 0, ist oy = 0). Somit
erhalten wir fiir die linke Seite von (4.65)-(—1) in Analogie zu Gleichung (4.49)

3 (i i 1 ,
) <h_z - hi_1> = Ativ1/2) = Altic12) = §(hi + hio1)A(tiv12) + O (hz) . (4.74)

Fiir die rechte Seite von (4.65)-(—1) findet man
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_+_
Wl O~ ol NI |-

_+_

~3 (hi—1 4 hi)A(tiz1)2)

+0O (hQ) — l(}11'71 + hi)n

QS

1

—é(hi_l + hi)Mtit1/2)

1

1

Ca
\

\)

of;
ShiciA(tizi2) + 3h iA(t z+1/2)) O;

ox
ofi
hi—1 A(ti—1/2) fa 2 4 h iMti1/2)

2 af;
hi—lghi—l)\(ti—l/Q) fiipz

Winy Wi

Ofiz1)2
or

- hi_hi)\(ti+1/2)

Ofit12\ Ofi
o0x 3

oz ) oe Mg,
afz+1/2

1 ()\(ti+1/2) + O(hi—1 + hi)) + hi)\(ti+1/2)) ( +O(h ))

af;
hi,1 ()\(ti+1/2) + O(hi,1 + h,)) < f—|—1/2 —+ O(hi,1 + hz)> + hi/\(ti+1/2)

~~ N

1 dg;
h2) — i(hz’—l + hi)n(tiza/2) (% + O (h,))
afz—l—l/Q
or

afH—l/Q
ox
(t

+0 (1?)

+0 (h?)

9y
5 i+1/2) 96;1/2 +0O (hQ)

of; 1 09;
5 (hima + hi) Mt 2) finiga ~(hicy + ha)(tipr o) 22 4 O (h2) .

o0x 2 o0x

Wegen h; # 0 folgt somit aus (4.74) und (4.75)

. of; 0g;
Mtns) = ~Altisayo) T2 p(tyy010) P52 4 0 (1)

oz

5fz'+1/2>

(4.75)

(4.76)

Das sind gerade die adjungierten Differentialgleichungen (4.18) bei ¢;,1/, bis auf einen Fehler

O(h).

Fiir den Fall, dal u nichtlinear in f bzw. H ist, wollen wir nun weiter nachweisen, daf} (4.68)
eine diskrete Version der Optimalitéttsbedingung (4.29) ist. Mit (4.72) folgt aus (4.68)

1/2 ofi_ af;
+3 <§h,~_1)\(ti_1/2) o bz 4 2 h Atis1)2) 8;” 2)
12 0fi
+Z§ (hz 1A (tic1y2) + haA(t ,+1/2)) 8u
1 Oficiz 2, ., \Ofix1p) 0fi 9y
8 <h 3hz 1)\( i— 1/2) oz hz3h1)\(tz+1/2) oz ou + hﬂ?(t ) Ou
1 af; of;
— +§ (hz 1 (/\ z+1/2 + O -1+ hz)) (T—Zj/? + O(hifl + hz)) + hi/\(tH—l/?) 8—;1/2>
+1(h 1(A 172) + O(hizy + hy)) + hiX(tis1/2)) Uiz | oy
6 i— i+ / i— i i+1/ ou i
09it1/2
£0 (1) + s+ Rntte) (2522 + 00
ofi 0gi
= 2(hz 1+ hy) (A( i+1/2) ('3;1/2 + 0(tit1/2) a+ul/2> +0O <h2) = 0. (4.77)
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Mit h; # 0 folgt somit

dgi
Altiviy2) 9 +n(tiz1/2) 9821/2 +O(h) = 0. (4.78)

Diese Gleichung ist die Optimalitdtsbedingung (4.29) zum Zeitpunkt #;,,/, bis auf O(h). Falls
u linear in H ist, so ist diese Gleichung (bzw. (4.68)) trivialerweise erfiillt und liefert keine
Bedingung, die die optimale Steuerung festlegt.

Betrachten wir nun die Lagrangefunktion L? aus (4.60), so erhalten wir mit (4.72) und (4.73)

L2 = (b(.%N, tN)
N-1

2 .
+§ > hiA(tjs2) (f (xapp(thrl/?)a“app(tj+1/2)atj+1/2) - JEJ',atlop(tj+1/2))
j=1

+ Z hjn(tj) g (wapp(tj)a Uapp(tj)a tj) . (4.79)

Im Grenzfall A~ — 0 konvergieren die Rechtecksummen gegen das Integral

t

L2 = Dalty).ty) + 2 /:’,\(t) (F(a,ut) — &) dt+ [ n(t)g(a(t),u(),0)dt. | (4.80)

3 Jt to

Die Lagrangefunktion L? ist also eine Approximation erster Ordnung des Zielfunktionals, das
um das Integral iiber die mit Multiplikatoren A, n versehenen Nebenbedingungen erweitert wor-
den ist.

Bei Verwendung einer auf der Lagrangefunktion beruhenden Giitefunktion zur Schrittweiten-
suche wird im nichtlinearen Optimierungsverfahren das Minimumprinzip in der diskretisierten
Form min, L? (Gleichung (4.79)) direkt beriicksichtigt.

Dadurch ist die Steuerung v bestimmt, falls u linear in H ist.

Schliefllich bleibt noch zu zeigen, daf§ die Bedingung (4.71) eine diskrete Version der Bedin-
gung (4.22) fiir die freie Endzeit t; darstellt. Aus Gleichung (4.71) folgt

8(1)(561\[, tN)
0= o
N
' (0fj1) 2\, Ofi+1/2 T+ Tjn
S (Fro (o)« e

3 (e =7) 1 (8f;  Ofi
= (5 (@41 — z;) # 2 <8—t]7j + #Tjﬂ

o0, %,
J J
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. 8<I>(xN,tN)
B Oty
=2 2\, v T + T
+Z;§hgaﬂug<o(h)+ o >
3ajm—x; | 1(0f Ofj+1
T <2hj(tf—t0) 1 ( ot o
N—-1 ag
j=1
Wegen
0 _ 900 0 1
ot  Orot  Ortp—to
folgt weiter
6<I>(acN,tN)
0 = — A
Oty

1 =2 of;
b 3 o) (0(1) + 2

tr—to =3
3zjpm—x; 1 (0f;  Ofin
+2 h; +4 <8TTJ+ or Tit1

N-1 agj
+ ) (Tjp1 — Tj)n(tj)ETj
£

. 8<I>(a:N,tN)
N Oty
I = T — | 2% Ofj+1/2
+tf—t0;:ilA ra) S g L - Mitsp2) =5 T
1= of; 1= of;
+e Z Tjs1 — T5) AM(tjz1/2) 8’7'J ity E (Tj41 — Tj))\(tjﬂ/z)%ﬁﬂ
1 2 ! N-1 dg;
+tf — to_ Z h /\ ]+1/2) (0 (hZ)) + = (Tj_|_1 — Tj)n(tj)a—;Tj.
Fiir h — 0 erhalt man
o = 9%(@(ty).t)
ot
1
f)dt / ——d / ——d / ——d
+q-%é¥ T3 TS TS Ter
+0 +/ —TdT
00(x(ty),ts) . 1 of dg
- YY) A d / A2 99 rdr. 4.82
ET —I—/O (r)z(r)dT + ; (7')87_ +n(7')a7_ rdr (4.82)

Mit den Gleichungen (1.1) bzw. (4.16) (¢ = f) und (4.19) (Anyq = ...) folgt weiter

_0D(x(ty), ty) ! L
0 = ——&7——+AxﬁﬁuﬂnmrgA—Mﬂﬁym
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= B L @)+ dn( ) dr = dn)rh (089)

Da mit Gleichung (4.20) (bzw. Satz 4.8 fiir die Diskretisierung) gilt, daf§
n(t)g(z(t),u(t),t) = 0 fir allet € [to,ty],

folgt unter Verwendung von Gleichung (4.25), daf

0 - %Z%tm /01 (A f (@, 4,7) + A (7) + ()9, u, 7)) dr
_ W + /01 H™@(7), u(7), 7, A7), A (7), (7)) (4.84)

Wegen der Konstanz der Hamiltonfunktion H™ (Gleichung (4.23)) ist diese Gleichung dquivalent
zur Bedingung (4.22), die die freie Endzeit ¢, festlegt.
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Kapitel 5

Berechnung von Niherungswerten fiir die adjungierten
Variablen

5.1 Prinzip

Die Lagrangeschen Multiplikatoren p; sind Losung des endlich-dimensionalen Optimierungs-
problems (DP1) bzw. (DP2). Aus den p; lassen sich Schétzwerte fiir die adjungierten Variablen
A(t) des Optimalsteuerungsproblems (P) aus Satz 4.2 gewinnen. Uber die Beziehungen (4.47)
bzw. (4.72) erhélt man die Schétzwerte an den Mittelpunkten #;,,/, der Diskretisierungsinter-
valle. Zur Berechnung von Schitzwerten an den Anfangs-, End- und Schaltpunkten kann lokale
Interpolation der inneren Schéitzwerte und Extrapolation verwendet werden. In den Anwen-
dungen in Kapitel 8 ist quadratische Interpolation der néchstliegenden drei Schitzwerte und
Extrapolation auf ¢y, t; bzw. tg verwendet worden.

5.2 Zustandsbeschrinkungen

Sind die Beschrinkungen aktiv, so kénnen auch Schitzwerte fiir die Multiplikatoren 7(t) aus
Satz 4.2 aus den Lagrangeschen Multiplikatoren o; ermittelt werden. Das ist {iber die Bezie-
hungen (4.48) bzw. (4.73) moglich.

Als Startwerte fiir das Mehrzielverfahren sind sie jedoch in dieser Form meist noch nicht ge-
eignet, da es bei aktiven Zustandsbeschriankungen zweckméfiger ist, eine andere Formulierung
der notwendigen Bedingungen als in Satz 4.2 zu verwenden.

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall einer autonomen Zustandsbeschrinkung beim
Problem (P) (d.h. m =1)

g(z,u) = gi(z,u) >0 Vi€ [ty,tf], (5.1)
die in [tein, taus| aktiv ist.

Definition 5.1 (Ordnung einer Zustandsbeschrinkung)
Unter der Ordnung von g versteht man die kleinste Zahl ¢ € IN°, fiir die ein j € {1,...,1}
existiert, so daf} gilt

0 (d?
S @g(aj u)| # 0 auf [ten, taus)- (5.2)
j
Mit den Bezeichnungen
: dj
) = P —

Hi(z,u, X, 1) = ZAJ ) fu(@, u) + 77 (£) g9 (z, u) (5.4)
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gilt in Erweiterung von Satz 4.2 der

Satz 5.2 z(t) und u(t) seien Losung von (P). Die Zustandsbeschrinkung habe die Ordnung
q und es seien f, g C?**-Funktionen. Dann ist Satz 4.2 dquivalent zur folgenden Aussage mit

je{l,...,q}:
Es existieren Funktionen X : [to,t;] — IR™ und 1/ : [to,t;] — R mit

0H’
.i t = = i , , A
Blt) = G = @ (5.5
. OH’ 2 i Ofk(z,u) 09 (2, u)
M) = - = S N@eEE T i) 5.6
) =~ = ~LMOTE (56)
o= 1,...,n, to<t<ty,
; 0P
M) = ———, k=n;+1,...,n, 5.7
Ic( f) 8.Z‘k(tf) f ( )
7 (t)g(z(t)) = 0 in [to, ], (5.8)
dt . _
(_1),‘:@ (t) = T)J k(t) < 0: te (tein: taus)a k= Oa -es s (59)
dr .
vl M(tas —0) = 0, k=0,...,5—2, falls j>2. (5.10)
Im Aufsprungpunkt te, gilt (7 =1,...,q")
)\ ( ein + 0) = /\ em - Z ﬂk g(k 1) ( em))a ﬂk S Oa (511)
und im Absprungpunkt t,,s gilt
N (taus + 0) = X (faus — 0). (5.12)
Die optimale Steuerung minimiert H7 iiber U, d. h.
Hi(z,u, N, n0) = meltr]lHJ(a: i, NV, ') = const. in [ty,tg]. (5.13)
Es gelten fiir ¢ > 1
1 Vaus + ftaus 0( )dT, te [teina taus]a
= 14
n (1) { 0, sonst, (5.14)
ﬂl = Vein + 7’1 (tein)a (515)
und fiir ¢ > 2 die rekursiven Beziehungen
1 fttaus nj_l(T)dT, t € [teina taus]a
J — 1
' (t) { 0, sonst, (5.16)
B = 1 (tein), (5.17)
' J
Nty = X0 =Y 7°) Vo g* PV (t), ¢>1. (5.18)

'Fiir § = 0 siehe Satz 4.2 in Kapitel 4.1.
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(Dabei sind Vein, Vays < 0 durch
Alten +0) = A(fein — 0) = Vein Vo g(2(tein),
A (taus +0) = A(taus = 0) = Vaus Vo 9((taus))
aus Satz 4.2, Gleichung (4.9), gegeben.)
Beweis: Maurer [91], (2.3.6) — (2.3.21). O

Bemerkung 5.3 Zur Formulierung eines Mehrpunktrandwertproblems aus notwendigen Be-
dingungen (indirekte Verfahren, Mehrzielmethode, Kapitel 2.1) wird meist Satz 5.2 mit j = ¢
verwendet, da hier liings der Zustandsbeschrinkung die zugehérige Randsteuerung aus ¢(@ = 0
ermittelt werden kann.

Bemerkung 5.4 Die adjungierten Variablen A’ sind in Satz 5.2 so gewihlt, dafl sie am Aus-
trittspunkt t,,s der Zustandsbeschrinkung stetig sind. Es ist auch moglich, sie am Eintritts-
punkt e, stetig und am Austrittspunkt unstetig zu wihlen (Sprung bei t,,). Auch ist es
moglich, den Sprung zwischen Ein- und Austrittspunkt ,aufzuteilen“ [68].

Satz 5.2 gibt mit den Gleichungen (5.14) — (5.18) einige niitzliche rekursive Beziehungen, um aus
Schitzwerten fiir A\°(¢) und 7°(¢) Naherungen fiir A%(¢) und 7%(¢) zu berechnen. Eine Schétzung
der Schaltstruktur der Beschrinkungen und die Kenntnis der Ordnungen der Beschriankungen
wird dazu benotigt.

Die Strategie zur Bestimmung von Schétzwerten von adjungierten Variablen und Multiplika-
toren bei Beschrinkungen kann am Beispiel der Diskretisierung (DP2) und eines Randstiickes
einer Zustandsbeschrinkung algorithmisch formuliert werden. Es werden dazu u.a. ¢*) und
V.g® . k=0,...,q— 1, benétigt.

(i) Man bestimme Schitzwerte fiir A\° und 7° aus einer Losung des diskretisierten Problems
(DP2) vermoge der Gleichungen (4.72) und (4.73). Dies liefert Naherungen fiir

N(tiyip), i=1,...,N—=1, und 7n°@), i=1,...,N.

Sodann bestimme man \°(#p) und \°(¢) durch lokale (z. B. quadratische) Interpolation
der Schétzwerte und Extrapolation auf ¢, bzw. ¢;.

(ii) Man bestimme eine Schéitzung der Schaltstruktur der Beschrinkungen aus einer Losung
des diskretisierten Problems (DP2), d.h. Ein-, Austritts- und Beriihrpunkte. So erhélt
man 7. B. ten, taus und die zugehodrigen Indizes ey, und 7,,5 mit

bign—1/2 < lein < Tigy < lignt+1/25  ligws—1/2 < ligys < laus < Ligyet1/2 (5.19)

(Es ist zweckméBig tein, = ;. — 6 und tays = i, + 0 mit  kleinem“ ¢ zu setzen).

Tein taus

(iii) Man bestimme (bei Randstiicken) eine Schiitzung von vei,, Vays aus den Schitzwerten fiir
AO(t) vermoge Gleichung (4.9) aus Satz 4.2:

. 1 A (i v1s2) = At 1)0)
Vein = min ( 0, —— Y Zhtant/ R dein 1/2)) 5.20
( n 1?:21 0g(2(tein))/ Oy (5.20)

In Gleichung (5.20) wird nur iiber diejenigen k& summiert, fiir die 9g(x(tein))/0x) von null

verschieden ist. Ein Schéitzwert fiir v,,s kann analog berechnet werden.
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(iv) Man berechne mit Trapezsummen aus (5.14) fiir n'(¢) die Schitzwerte

2 gy — 1) (°(8) 4+ n°(ti41))
771 (tz) = +(taus - tiaus)no (tiaus) + Vaus, 1= iausa ia,us - 1: tey ieina
0, sonst,

und falls ¢ > 2 aus (5.16)

. 2 (g — ) (0 (1) + W (ti41))
77J (tz) = +(taus - tiaus)njil(tiaus):i = iausa iaus - 17 teny ieina
0, sonst,
7 = 2,...,q.

(v) Man berechne aus (5.18) fiir A’ (¢) die Schiitzwerte

. - 1, . . -
N(tivrp) = N7 (tipage) — 3 (Uj(ti)+77j(ti+1)) Ve g9 (@(tig1/2)),

I = leiny-- - laus — 1, J=1...q

5.3 Beispiele mit zustandsbeschrinkten Randstiicken

(5.21)

(5.22)

In Kapitel 8 wird in mehreren Aufgaben aus Anwendungen die Giite der auf die oben beschrie-

bene Weise geschétzten adjungierten Variablen demonstriert. In diesem Abschnitt beschranken

wir uns auf Beispiele mit aktiven Zustandsbeschrinkungen und die Schitzung der adjungierten
Variablen lings eines Randstiickes. Die in einigen Tabellen verwendeten Abkiirzungen werden

in Kapitel 8.1 erldutert.

5.3.1 Zustandsbeschrinkung zweiter Ordnung (Bryson, Denham, Dreyfus)

Ein bekanntes Problem mit Zustandsbeschrinkung stammt von Bryson, Denham und Drey-

fus [22]. Die Zustandsdifferentialgleichungen lauten

= v, z(0) = 0, z(1) = 0,
v o= v(0) = 1, v(1) = -1,
w = v?/2, w(0) =

Wir untersuchen hier das Zielfunktional in Mayerscher Form
Ju] = w(l) — min!

Die Zustandsbeschrinkung lautet

d 42
g(z) = 1—z(t) >0 = ¢¥ = @l = —u(t), ¢ = 2! = —u(t)
Fiir die Gradienten gilt
Vy(z,v,w) = 0|, Vg(l)(x,v,w) _ 1

(5.25)

(5.28)
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Die Zustandsbeschrinkung ist von zweiter Ordnung
0 0 (d 0
—qg = — | = = 2
o’ " Ou (dtg> 0 ou < t29> 7 0 (5.29)

Die Losung kann in Abhéngigkeit von [ explizit angegeben werden (s. [2
fiir [ < 1/6 ein inneres Randstiick [tein, taus] =

[t1, tu] =

adjungierten Variablen erhilt man gemé&fl Satz 5.2

3,1 —
beschrankung aktiv ist. Der minimale Wert des Zielfunktionals ist w(1) =

3l], auf dem die

2], [23]). Es existiert

Zustands-

4/(91). Fiir die

[ 2/(91%), 2(1—t/(31)) /(31), 0<t<t,
N(@t) =1 0, M) =1 0, ti<t<ty X =1, (5.30)
| —2/(912), | 21— (1—)/(3) /(3]), tu<t<1,
[ 2/(912), 2(1—t/(31)) /(31), 0<t<t,
ALt) =< —2/(91%), Ai(t) 0, hh<t<ty AL=1,  (5.31)
| —2/(9%), [ 2(1-(1=1)/(31))/(Bl), tn<t<1,
2o _ ) 2/00), o [ 2(1=1/(31)/(3D), 0<t<ty, o _
0 ={ 2, 20 ‘{ 2(1= (1-0)/GD) /G, n<t<1, (5.52)
Die Multiplikatoren sind
() = 0, nit) = =2/(91%), n*(t) = Ni(t), tein <1t < taus (5.33)
und
Vein = —2/(91%) = Vays. (5.34)

Mit Hilfe des Algorithmus DIRCOL (Kapitel 7) untersuchen wir eine Losung der Diskretisie-
rung (DP2) fiir 21 dquidistante Gitterpunkte bei einer Beschriankung von [ = 1/9. Abbildung 5.1
zeigt die Ergebnisse: Zum Vergleich sind die exakten Losungen mit aufgetragen. Gitterpunkte
bzw. Schitzwerte sind markiert. Die diskretisierte Losung weist zwei Randstiicke ([0.3,0.35]
und [0.65,0.7]) der Zustandsbeschrinkung auf. Interpretiert man diese beiden als ein einziges
Randstiick mit iein = 7 (¢7 = 0.3) und 4445 = 15 (¢15 = 0.7) und schiitzt man somit ¢, = 0.29999
und ¢, = 0.70001 (in den Abbildungen von 7/ und A’ durch vertikale Linien gekennzeichnet),
so erhiillt man mit dem Algorithmus aus Kapitel 5.2 die Schitzwerte fiir n', %, A! und )\2. Die
Schétzungen von A, () sind auf 0.00001% genau und daher nicht wiedergegeben. Als Startwerte
fiir DIRCOL waren z(t) = v(t) = w(t) = u(t) = 0 verwendet worden.

Tabelle 5.1: Konvergenzverhalten fiir das zustandsbeschréinkte Problem von Bryson, Denham

und Dreyfus.

NG
21

NY
80

NEQ
60

NIQ
21

NIT
18

NZJ
9.7%

CPU
23

ERR
0.05%

EST
0.02%

ENFT
1.E-8

€oPT
1.E-6

w(1)
3.99816

Bemerkung 5.5 Die Giite der Approximation des Randstiickes [tein,taus] Verbessert sich bei
einer hoheren Anzahl NG von Gitterpunkten. Die mitgeteilten Ergebnisse fiir die 21 Gitter-
punkte dienen zur Veranschaulichung der Umrechnung der adjungierten Variablen und stellen
nicht die bestmogliche Approximation der Losung dar.
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Abbildung 5.1: Losungskurven des direkten Kollokationsverfahrens (—-—-— ) und umgerech-

nete adjungierte Variablen und Multiplikatoren (—-—-— ) sowie die exakten
Losungskurven (———) fiir das zustandsbeschrinkte (I = 1/9) Minimierungs-

problem von Bryson, Denham und Dreyfus [22].
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5.3.2 Brachistochrone mit Wegbeschrinkung erster Ordnung

Ein weiteres Beispiel fiir ein Problem mit Zustandsbeschrinkung ist Bernoullis bzw. Galileis
Kurve kiirzester Fallzeit (Brachistochrone). In der Formulierung von Bryson und Ho [23] hat

man & = /—2gycos(—u), z(0) = 0, z(1) = 1, (5.35)
y = +/—2gysin(—u), y(0) = 0, g = 9.81. '

Es soll die Kurve kiirzester Fallzeit
Ju] = tf — min! (5.36)

gefunden werden. Der Weg der Kurve ist beschrinkt durch

1 1 1
9(,9) = 5o(t) +y(t) + 15 2 0 = g = /=20y(0) (5 cos(—u(®)) + sin(-u(t))) . (5.37)
Die Zustandsbeschrankung ist von erster Ordnung
0 0 (d 0.5
ag = 0, £<&9> Z 0, Vg(r,y) = ( 1 ) (5.38)

Die Losung kann explizit angegeben werden (s. Bryson, Ho [23]). U.a. gilt ([23] mit [ = 1,
h=1/10, 0 = arctan(1/2) = 0.463647603988..., tan § = 1/2)

2 0. 2
ty = \/5 1.02 (0 +2) — \/ p (0 -5 2) = 0.585552169, (5.39)
tein = (7/2—0) Jw; = 0.236598464, tays = t; — 0/wy = 0.439445566, (5.40)
gl —m/2+2 . [g6+2
= [T — = = 4679441 I~ 231 1474 41
w1 5 03 6794419006, wy = 5102 = 3.1733514746,  (5.41)
1 in 0 taus - tein 2 - 0 .
ylty) = 2 ( - wp sin 6( +2/wn) = cos ) = 0.4870826485, (5.42)
2 Wa
/2 —wit, 0 <t < ten,
u(t) = 0a tein S < tausa (543)
w?(tf - t)a taus < t < ty,
AL = MY — (W —wy)/g = —0.477007329, 0 <t < tein, (5.44)
e Mt = —1//2gy(t;) = —0.323481292, te, <t < t;. '

Tabelle 5.2: Konvergenzverhalten fiir die wegbeschriankte Brachistochrone.

NG | NY | NEQ | NIQ | NIT | eopr | enpr | NZJ [ CPU |
21| 61| 40| 21| 32[1.E6|1E8[9.6%| 20|
t; ERR | y(ty) | ERR

0.585494 | 0.01% | -0.486906 | 0.04%
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Abbildung 5.2: Losungskurven des direkten Kollokationsverfahrens (—-—-— ) und umgerech-
nete adjungierte Variablen und Multiplikatoren (

Losungskurven (

77777 ) sowie die exakten

———) fiir die Brachistochrone mit Wegbeschréinkung.



5.3 Beispiele mit zustandsbeschrinkten Randstiicken 47

5.3.3 Zeitoptimale Robotersteuerung mit Beschrinkung erster Ordnung

In Kapitel 8.4.2 werden optimale Steuerungen fiir den Industrieroboter Manutec r3 genauer un-
tersucht. Das dynamische Verhalten des Roboters wird mit den relativen Gelenkwinkeln als Zu-
standsvariablen g = (q;(t), ¢2(t), g3(t))T und den Momentensteuerungen u = (uy(t), ua(t), us(t))?
durch ein System von Differentialgleichungen der Form

M(q(1)) - 4(t) = D-ult)+x*(a(t), q¢(t) + x*(a(1)), t€[0,2] (5.45)

beschrieben. Die Winkel ¢, die Winkelgeschwindigkeiten ¢ und die Steuerungen u sind be-
schrinkt (s. Kapitel 8.4.2). Bei der zeitoptimalen Steuerung von

0.00 0.20
A:q0)=| —1.80 |, 4(0)=0, nach B:q(t;)=| —2.00 |, q(t;) =0,  (5.46)
1.00 1.00

mit einer Last von 0 kg wird die Zustandsbeschrinkung |g2(t)| < ¢omax auf einem Teilinter-
vall [tein, taus] = [ts,2; ts,6] aktiv. Hinzu kommen noch 4 Schaltpunkte, die Umschaltpunkte der
Steuerungen sind.

Zur Herleitung des Mehrpunktrandwertproblems der notwendigen Bedingungen fiir das Mehr-
zielverfahren ist die Zustandsbeschrinkung in der Form

9= Gum — B0 20 = gM =24 (M (@)(Du+x"(4,0) + x*(0))), (5.47)
verwendet worden (s. Kapitel 8.4.2). Mit = = (q1, o, 3, G1, 42, G3)* folgt

0 0 (d
auig = 07 ? ) 737 aUQ <dtg) 07 g(‘T) (07 07 07 07 g2, 0) (5 8)

Die Zustandsbeschrinkung ist also von erster Ordnung.

Tabelle 5.3: Konvergenzverhalten von DIRCOL und BNDSCO bei einer Last von 0 kg
(* Rechenzeit auf einer Workstation HP 730).

NG NY | NEQ | NIT | eopr | enxrr NzJ | CPU ty
7 28 42 13 | 1.E-4 | 1.E4 | 33.3% 18 | 0.20665365
21 198 | 140 9| 1.E5|1.E6|104% | 167 | 0.20638838
91 898 | 630 50 | 1.E-6 | 1.E-8 | 2.3% | 6597" | 0.20601942

NK | NDEQ NS | NIT | eopr - -| CPU ty
15 17 8 10 | 1.E-8 - - 400 | 0.20600173

Die Anwendung von DIRCOL (Kapitel 7) auf die obige Form der Zustandsbeschrinkung lie-
fert die in Abbildung 5.3 dargestellten Losungen. Den Konvergenzverhalten gibt Tabelle 5.3
wieder. In Abbildung 5.5 sind die berechneten Schitzwerte fiir die Multiplikatoren 1°(), n'(¢)
und die adjungierten Variablen A3, (t), Ay, (t) dargestellt. Bei der Berechnung von 7' werden die
Oszillationen in den Schitzwerten fiir n° geglittet, so dal gute Ausgangswerte fiir das Mehr-
zielverfahren BNDSCO bereitgestellt werden kénnen, das nach wenigen Iterationen eine sehr
genaue Losung liefert (Tabelle 5.3). Die Lage der 8 Schaltpunkte gibt Tabelle 5.4 wieder.
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Abbildung 5.3: Losungskurven von direktem Kollokationsverfahren (

Tabelle 5.4: Geschitzte und genaue Lage der Schaltpunkte (Last 0 kg).
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Abbildung 5.4: Verlauf der zeitminimalen Bewegung von A nach B.

,'70

0.00E+00

—.50E-01

—.10E+00

—.15E+00

—.20E+00

—.25E+00

—.30E+00

—.35E+00

—.40E+00 —-.

0.00E+00 0.50E-01 0O.10E+00 0.15E+00 0.20E+00 0.25E+00

771

0.10E-02 0.

0.00E+00

—.10E-02

—.20E-02

—.30E-02 ¢

—.40E-02

—.50E-02

—.60E-02

—.70E-02

—.80E-02 7 -
0.00E+00 0.50E-01 0O.10E+00 0.15E+00 0.20E+00 0.25E+00

Abbildung 5.5: Geschitzte, umgerechnete (—-—-—

0
)\(1'2

.40E-01

.20E-01

.00E+00

.20E-01

.40E-01

.60E-01

80E-01

R

0.00E+00 0.50E-01 0O.10E+00 0.15E+00 0.20E+00 0.25E+00

.00E+00

.20E-01

.40E-01

.60E-01

.80E-01

0.00E+00 0.50E-01 0O.10E+00 0.15E+00 0.20E+00 0.25E+00

) und genaue (———) Multiplikatoren

n°(t), n'(t) und adjungierte Variablen A2 (), A, (¢) fiir 91 markierte Git-
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5.4 Abschitzung des Optimalitéitsfehlers

In Kapitel 4.3 bzw. 4.4 wurde gezeigt, dal die Lagrangefunktionen der nichtlinearen Optimie-
rungsprobleme (DP1) und (DP2) als Diskretisierungen des erweiterten Funktionals

t _

Wt ) +w. w o= [T (MO Pt —i0) +nou)dt (549)
0

(mit A = A bzw. 2)\° und 5 = 7°) interpretiert werden konnen. Mit der Losung Zapp, Uapp,

t; des diskretisierten Problems sowie mit Schitzwerten fiir A° und 7° kann w niiherungswei-

se ausgewertet und zur Schéitzung des Fehlers im berechneten Wert der Zielfunktion & des

diskretisierten Problems verwendet werden: ® — ® = @.

Mit der Auswertung des Integrals in [¢;, t;11] kann auch eine lokale Fehlerschitzung w; gewonnen
werden, die zur Anpassung der Gitterpunkte verwendet werden kann (Kapitel 6).

Mit einer Losung von (DP2) zu einer Unterteilung (¢;)¥; liegen Schétzungen von Zapp (t), Uapp (),
ty sowie X’(t;41/2), i=1,...,N—1,und °(t;), i =1,..., N, vor. Der lokale Optimalitétsfehler
w; kann dann durch Trapezsummen der Form

n

o= /j”l(ZA ) (5, ust) — 5(8)) + n(t)g(z, u, 1)) dt (5.50)

o hi &
= 5 Z ( z+1/4 mapp,])|tq,+1/4 + A ( z+1/2)(f 33app,J)|tz+1/2
j=1
X (iv3/2) (fi = Fapp) 1370
h; (1 1 -
t3 (§ﬂ(ti)g\ti + n(tiv1/2)9lt;0), 577(ti+1)9|t¢+1) = & (5.51)
mit f|ti+1/4 = f(xapp(ti+1/4)ﬂuapp(ti+1/4)vti+1/4)7 g‘ti = (xapp(t) U’app(t) ti)a
1 h;
Altivija) = @iciA(ticije) + (L= aim)A(tivry2), o o= Sl t hir (5.52)
Ativaa) = (1= i) M(tiv1y2) + id(tiva/2), (5.53)
1
N(tivije) = 2 (n(t:) +n(tis1)) (5.54)

niherungsweise berechnet werden. Nach Konstruktion von x,p, ist f — Z,pp = 0 bei ¢t = ¢; und
bei einer numerischen Lésung von (DP2) bzw. (DP2e) sind |f — Zapp| bei t = ;112 und die
Verletzung von g bei t = t; kleiner als expr. Der (absolute) Fehler w kann nun mit

W= ’ ()\(t) (f (Zapp, Yapp, t) — Zapp(t)) + 71(t)g(Tapp, Uapp, t)) dt = Z_ Wi (5.55)

to =1

niherungsweise berechnet werden. Mit der berechneten Niherung des Zielfunktionalwertes ®
kann auch der relative Fehler wg geschétzt werden

wrp = w/® = 0/® (D H#0). (5.56)

Numerische Beispiele fiir Werte von w und wg werden in Kapitel 5.3.1 (Beispiel von Bryson,
Denham, Dreyfus), Kapitel 8.3 (Hingegleiter) und Kapitel 8.6 (Oszillator) angegeben.
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Ein anderer Ansatz zur Schitzung von adjungierten Variablen mit einem direkten Kolloka-
tionsverfahren ist von Enright und Conway bei der Lésung von Bahnoptimierungsproblemen
aus der Raumfahrt favorisiert worden [43]. Zur Schétzung von A(tf) verwenden sie die zu den
Randbedingungen r(x(tf),t;) = 0 gehérenden Multiplikatoren und bestimmen A(¢) dann durch
»Riickwirtsintegration der adjungierten Differentialgleichungen von diesem Anfangswert aus.
Dieser Ansatz erfordert jedoch die Aufstellung der adjungierten Differentialgleichungen, de-
ren numerische Integration zudem héufig sehr empfindlich von den Anfangswerten abhéngt.
Zustandsbeschrinkungen wurden in [43] nicht beriicksichtigt.

Ein weiterer Ansatz zur Schitzung von adjungierten Variablen beruht auf der Relation
A(t) = 09/0x(t). (5.57)
Die adjungierten Variablen sind die Gradienten des Zielfunktionals (Breakwell [17]). Dabei

erfiillt z(¢) die Bewegungsdifferentialgleichungen mit der optimalen Steuerung u(t). Diese Be-
ziehung kann z. B. als Differenzenquotient

At) = (D(x(t) + ) — d(a(t) —3)) /(20) (5.58)
mit einer geeigneten Schrittweite ¢ in einem direkten Schiefiverfahren (s. Kapitel 2.2) verwendet
werden, wobei fiir u und ® die vom Verfahren berechneten Werte verwendet werden (vgl. Bock,
Plitt [13], insbesondere Gleichung (29) ebd.).
Die Giite einer Schéitzung von adjungierten Variablen mit direkten Methoden kann von mehre-
ren Fehlerquellen beeinflult werden. So kénnen die berechnete Nédherung der optimalen Steue-
rung und von ® sehr ungenau und deutlich verschieden von den optimalen Werten sein. Auch
ist die obige Beziehung bei aktiven bzw. ,fast aktiven®“ Zustandsbeschrinkungen nur bedingt
verwendbar.

Grimm motiviert in [54] die Verwendung der Lagrangeschen Multiplikatoren, die zu den An-
schlufibedingungen fiir die Zustandsvariablen bei direkten Mehrzielverfahren (s. Kapitel 2.2)
gehoren, als Schitzwerte fiir die adjungierten Variablen, ohne jedoch konkrete Beispiele oder
Ergebnisse fiir diesen Ansatz anzugeben.

Machielsen [88] beschreibt ein SQP-Verfahren im Funktionenraum zur Losung von Optimal-
steuerungsproblemen mit Zustandsbeschrankungen. Sein Verfahren beruht auf der numerischen
Lésung linearer Mehrpunktrandwertprobleme und besteht aus zwei Stufen. Die erste dient u. a.
zur Schitzung der Schaltstruktur, die zweite zur Verfeinerung der Losung. Dieses zweistufige
Verfahren ist somit in gewissem Sinne vergleichbar der erstmals in dieser Arbeit vorgeschlage-
nen Kombination von direktem Kollokations- und Mehrzielverfahren. Die Multiplikatoren des
nichtlinearen Optimierungsproblems als Schitzwerte fiir adjungierte Variablen zu verwenden
hélt Machielsen fiir nicht méglich ([88], S. 151). Gerade diese ermdglichen jedoch die Berech-
nung sehr guter Schitzwerte.

Die Ergebnisse der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode zur Schitzung von adjungierten
Variablen zeigen, dal im Gegensatz zu den anderen Ansitzen die Giite der geschitzten ad-
jungierten Variablen nicht wesentlich von der Giite der berechneten Niherung der optimalen
Steuerung oder von aktiven Zustandsbeschriankungen abhingt. Die vorgeschlagene Methode
liefert selbst bei komplizierten, hoch nichtlinearen und zustandsbeschrinkten Problemen zu-
verldssig gute Schitzwerte der adjungierten Variablen.
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Kapitel 6
Zur Wahl der Gitterpunkte

6.1 Uberblick

Die Wahl der inneren Gitterpunkte (¢;)X5* bzw. (7;)¥5' kann den Bedarf an Rechenzeit und
Speicherplatz sowie die Qualitat der diskretisierten Losung stark beeinflussen.

Grundlage einer Anpassung der Gitterpunkte ist immer eine geeignete Fehlerschétzung. Zwei
Vorgehensweisen sind prinzipiell moglich:

(i) Bei der statischen Anpassung der Gitterpunkte wird, ausgehend von der Losung des dis-
kretisierten Problems, fiir eine vorgegebene erste Gitterpunktverteilung eine neue zweite
Gitterpunktverteilung berechnet, die den geschitzten Fehler minimieren bzw. reduzieren
soll. Das Optimierungsproblem wird dann ein zweites Mal mit den neuen Gitterpunkten
gelost. Dabei kann auch die Anzahl der Gitterpunkte verdndert werden. Solche statischen
Gitteranpassungen werden iiblicherweise bei Kollokationsverfahren fiir Randwertproble-
me angewandt.

(ii) Bei der beweglichen oder dynamischen Anpassung der Gitterpunkte werden die inneren
Gitterpunkte als variabel angesehen. Fiir jeden beweglichen inneren Gitterpunkt ist es
notwendig, eine zusétzliche Gleichung als Nebenbedingung im Optimierungsproblem zu
formulieren, die diesen z. B. im Sinne der Minimierung einer Fehlerschitzung festlegt.
Diese beweglichen Gitterpunktanpassungen sind bei Kollokationsverfahren fiir Randwert-
probleme bisher nicht gebrauchlich.

Als neue Kriterien zur statischen Gitteranpassung speziell bei direkten Kollokationsverfahren
fiir optimale Steuerungsprobleme werden

e die Reduzierung des lokalen Optimalitéitsfehlers (nach der Abschitzung aus Kapitel 5.4)
sowie zwei Kriterien zur beweglichen Wahl der Gitterpunkte, ndmlich

e die Minimierung des Kollokationsfehlers und

e die Gleichverteilung der Variation in z,

hergeleitet.

Die beiden Strategien fiir bewegliche Gitterpunkte sind prinzipiell auch bei Kollokationsverfah-
ren fiir Randwertprobleme anwendbar, falls die dort verwendeten Verfahren zur Losung nicht-
linearer Gleichungssysteme geeignet erweitert werden (um die Einhaltung der linearen Neben-
bedingungen 7; < 7;11 zu garantieren). Zur Beriicksichtigung aktiver Zustandsbeschrinkungen
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im optimalen Steuerungsproblem bei der Gitteranpassung ist jedoch noch eine geeignete Erwei-
terung dieser beiden Kriterien notwendig. Die genannten Méoglichkeiten zur Gitteranpassung
sind im Programm DIRCOL implementiert worden.

6.2 Bewegliche Gitteranpassung zur Minimierung des Kollokations-
fehlers
6.2.1 Abschitzung des Kollokationsfehlers

Vernachldssigt man den Fehler in den Ungleichungsbeschrinkungen von (P) und nimmt man
die optimale Steuerung u = wugp; und ty = trop als gegeben und die Randbedingungen als
geeignet an, so erfiillt x(¢) als Losung des optimalen Steuerungsproblems auch ein gewhnliches
Randwertproblem, ndmlich (mit f*(x(t),t) = f(x(t), uopt(t), 1))
z(t) = f*(z(t),1), t € [to, tyl,

0 = r(z(t),2(ty))
(das Symbol * wird im folgenden wieder unterdriickt).
Zur Ermittlung des Fehlers einer diskretisierten Losung dieses Randwertproblems betrachten
wir zunéchst den Fall einer einzelnen Differentialgleichung. Es sei r ein stetiges lineares Funk-

tional auf C°([to, t;]) und linear unabhiingig iiber IP; [15]. Gegeben sei auflerdem eine strikte
Unterteilung A := (t;)Y,, N > 3, von [to, ts], d.h.

t0:t1<t2<...<tN_1<tN:tf. (63)
Folgende Bezeichnungen werden verwendet:

|2lo = sup [z(t)], € CO([to,s]),
to<t<ts

und Py A, k£ = 2,4, sei die Menge aller Funktionen auf [to,t;] mit der Eigenschaft, daf} eine
Funktion aus dieser Menge auf jedem Teilintervall [¢;,¢;11], ¢ = 1,..., N —1, lokal ein Polynom
vom Grade echt kleiner als £ ist (vgl. Kapitel 3.1 und 3.2).

Im folgenden bezeichne x die Losung des Randwertproblems, und es werden die Notationen aus
Kapitel 3 verwendet. Es gelten die folgenden Sétze:

Satz 6.1 Es sei Tap, € SA 1= Py a N CO([to, tf]) eine isolierte Lisung von

Tapp(t) = [(@app(t), 1), fiirt =ti41/2, 824172, tn-1/2, und
O - T(xapp(t0)7 xapp(tf))a

und f sei hinreichend glatt. Dann gelten:

(i) Fiir jedes Gitter A mit hinreichend kleinem h existiert genau eine Lisung x,p,(A) ,nahe
bei“ .

(ii) Es gilt die Fehlerabschétzung

1@ = Zapp) Pl o0 < Cuhl|e® e, G =0,1. (6.4)
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(iii) Es gilt die verschérfte Fehlerabschétzung

|2 = Zapp|loo < Comax{h; sup [P (@)|: i=1,...,N =1} +o(h). (6.5)

1 <t<tit1

Dabei sind Cy und Cy Konstanten, die nur von f und r abhingen.
Satz 6.2 Es sei Ty, € Sh := IPya NC([to, tf]) eine isolierte Lisung von

Tapp(t) = f(@app(t),t), fiirt =t1,t141/2,t2,ta11)2,- - -, tN 172, tn, und
0 = T(‘Tapp(to)axapp(tf))’

und f sei hinreichend glatt. Dann gelten:

(i) Fiir jedes Gitter A mit hinreichend kleinem h existiert genau eine Lisung Z,p,(A) ,nahe
bei“ x.

(ii) Es gilt die Fehlerabschitzung

(@ = Zapp) Do < C3b||2?]|oo, =0, 1. (6.6)

(iii) Es gilt die verschérfte Fehlerabschitzung

|2 = Zapp|loe < Camax{h® sup |zW(#)|: i=1,...,N =1} +o(h?). (6.7)

t; <t<ti+1

Dabei sind C3 und Cy Konstanten, die nur von f und r abhdngen.

Beweise: Spezialisierung der Resultate von Russell, Shampine [117], de Boor, Swartz [15] und
de Boor [14]. O

Bemerkung 6.3 Die entsprechenden Fehlerabschidtzungen bei Systemen von n Differential-
gleichungen ;(t) = f;i(z(t),t), i = 1,...,n, erhélt man, indem man die obige Definition von
||.||oo ersetzt durch (vgl. [118])

[1#]le0 = max Sup [:(t)]- (6.8)

Bemerkung 6.4 Die Konstanten der obigen Fehlerabschédtzungen sind nicht invariant gegen
Skalierungen der Form

z — & = Dz, mit D = diag(dy, . .., d,), d; € R*. (6.9)

Dies ist ein (weiterer) Hinweis auf die grofie praktische Bedeutung einer ,verniinftigen“ Ska-
lierung aller auftretenden abhingigen und unabhéngigen Variablen (vgl. Kapitel 7.1.5 und
Kapitel 8).
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6.2.2 Minimierung des Kollokationsfehlers

In diesem Abschnitt gelten dieselben Annahmen wie zu Beginn des vorherigen Abschnittes 6.2.1.

Eine Strategie zur Anpassung der Gitterpunkte

Annahme: h sei hinreichend klein, so dafl o(h) in Satz 6.1 bzw. o(h?) in Satz 6.2 vernachléissig-
bar sind, d. h. fiir z.,, € SA™, k = 0 bzw. 2, gelte

2 = Zappllow < Copmax{h™ sup p®R@|: i=1,...,N-1}.  (6.10)
1 <t<tit1
Die inneren Gitterpunkte %,,...,ty 1 sind nun so zu plazieren, dafl die rechte Seite dieser

Fehlerabschétzung minimal wird, also

min max{h}** sup [zCH(t)|:i=1,...,N—-1}! (6.11)
b2tV -1 i <t<tit1
Ein Minimum liegt vor, wenn fiir ¢, ..., ty_1 gilt [14]
RIE sup  |z@P(t)| = consty, i=1,...,N—1, (6.12)
1 <t<tit1

(fiir Z4pp € SATF, k = 0 bzw. 2). Mit

ree = sup |2®P(1)], k=0 bzw. 2, (6.13)
1 <t<tit1
kénnen also die inneren Gitterpunkte ¢;, ¢ = 2,..., N — 2, durch die Gleichungen
hit i —hi s = 0, i=1,...,N -2, (6.14)

festgelegt werden (fiir x,,, € SAF* k = 0 bzw. 2). Nimmt man also im diskretisierten Problem
die Lage der N — 2 inneren Gitterpunkte als zusétzliche Freiheitsgrade hinzu, so sind diese
durch die zusétzlichen N — 2 Gleichungen (6.14) formal bestimmt.

Bemerkung 6.5 Um diese Gleichungen als Nebenbedingungen in einem Optimierungsverfah-
ren verwenden zu kénnen, muf die unbekannte Funktion x(>***) noch geeignet approximiert
werden. Auch ist darauf zu achten, daff die Gleichungen (6.14) stetig differenzierbar von allen
unabhingigen Verdnderlichen des diskretisierten Problems abhéingen, da die verwendeten nu-
merischen Algorithmen die mindestens einmalige Differenzierbarkeit aller Funktionen beniitzen.

Approximation der Restglieder

Da die gesuchte Losung z des Randwertproblems unbekannt ist, wird nun im folgenden mit
Hilfe einer Niherungslosung x,,, € Sat* (k = 0 oder 2) eine Niherung fiir die unbekannten
Funktionen x(*%)(¢) konstruiert, um die Gleichungen (6.14) zur optimalen Bestimmung der
Gitterpunkte verwenden zu kénnen.

Dazu betrachten wir zunéchst die folgende Interpolationsaufgabe: Gesucht ist ein Polynom 2-
ten Grades p(z), das die 3 Punkte (x;,v;), i = 1,2,3, z1 < 22 < x3, interpoliert. Mit Hilfe der
Lagrangeschen Darstellung des Interpolationpolynoms erhilt man sofort

p(x) = yili(z) + yaLo(x) + ysLs(x) (6.15)
mit L) = @B o sy i L kAL
(i — ax)(zi — 1)
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Die Auswertung von p'(z) = dp/dz bei x; liefert

(2.731 — T9 — 1‘3) (331 - -T3) (31'1 - 332)

(z1) = + + , 6.16
p ( 1) (A (fL‘l _ .'L'Q)(xl _ 1:3) Y2 (1_2 _ xl)(wg _ xg) Y3 (:C3 _ $1)($3 _ CEQ) ( )
’ (332 — .’1}'3) (2332 — T — .’133) (1'2 — .’131)
plx2) = , 6.17
@) = G ) -2 TP )@ -1 T Pl -z O
- - 2x3 — x1 — T3)
, . _ ($3 ,’Ez) + ($3 xl) ( 3 1 2 . 6.18
p(es) . (1 — 22) (21 — 23) v (w2 — 21) (22 — 73) 3(153 — a1) (23 — 2) (6:18)
Mit Hilfe dieser Beziehungen wollen wir nun eine Approximation von 3%, k = 0,2, bestim-
men. Falls z,,, € SA™* gewihlt wurde, so ist xglp;k) eine stiickweise konstante Funktion

aBP @) = 2L (t1p) = consty = 2ttt <t<tyy, i=1,...,N-1. (6.19)

: 14k 1+k 1+k
Mit 21 = ti—12, Tz = liy1j2, T3 = tiyge und y; = xépt,ill, Yo = xgpﬁ,i), ys = iﬂgp:,i)ﬂ
bestimmen wir die interpolierende Parabel p(z) und setzen in den inneren Intervallen (d. h. fiir
i=2,...,N—2)

2 (2tk) (t) = $(2+’“)(t¢+1/2) + O (hi/2) = 2 (2tk) (ti+1/2) = pl(ti+1/2)’ t <t <tin (6.20)

Im linken Randintervall setzen wir 1 =141/, To = ta41/2, T3 = t341/2 und y; = x%}tﬁ), Yo =

a:g;g), Y3 = xg;’,g) und werten die Ableitung der interpolierenden Parabel bei x; aus

g@ (1) = 2CTR (1141 00) = P/ (tigage), 6 <t <ty (6.21)

Im rechten Randintervall setzen wir 1 = tn_5/2, T2 = In_3/2, T3 = ty_12 und y; =
:rg?;,k,%_g,, Yo = 15;;;53;_2, Y3 = :Eggﬁz,_l, werten die Ableitung der interpolierenden Parabel

bei x5 aus und erhalten
.’C(Z_Hc)(t) = $(2+k)(tN_1/2) = p’(tN_l/g), tN—l S T < tN. (622)

Bemerkung 6.6 Um die interpolierenden Parabeln definieren zu kénnen, werden mindestens
3 Diskretisierungsintervalle benétigt. Daher muf jetzt fiir die Anzahl N der Gitterpunkte N > 4
vorausgesetzt werden.

Mit Hilfe der Beziehungen

To— 21 = lig1e —li1pe = %(hil + hi), (6.23)
X3 — T2 = lipze —liy1e = %(hz + hit1), (6.24)
X3 — 21 = ligzpe —lic1pe = %(hil +2h; + hit), (6.25)
%y — 1y — 15 = %(hi_1 ~ i), (6.26)
2w —ws— 15 = —(hiy + ghi + %hm), (6.27)
203 — T — Ty = %hil + ghi + hig1, (6.28)
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erhilt man in den inneren Intervallen

2+k - (1+k) hi + hip
R e (hi 1+ hi)(hi 1+ 2h; + hiy)
(1+k) hiy1 —hiy (1+k) hi_1 + h;
+2xa 1 + 2$a 7 ’
P (hz’—l + hz)(hz + h,‘+1) pp;itl (hi—l + th’ + hH_l)(h, + hi+1)
i=2,...,N—2. (6.29)
Im linken Randintervall erhilt man
hi+ 3hy + Lh
24k - (1+k) 1 2 3
2P (tiaj) = Az (hy + hQ)(z1 + 222 + hs)
(14k) hi + 2hy + hg (1+k) hi + ho
+242 — 27 6.30
002 (s ) (g + ) 2O (o Dy | ) (R P )
und im rechten Randintervall
hy_o+ hn_
(2+K) (4 = g (14R) N-2F hy
T ( N—1/2) T2Z app N—3 (hv—s + hy—2)(hn—3 + 2hy—2 + hiy—1)
_ g (1+K) hy-3+2hy o+ hy1
app,N=2 (hn—s+hy_2)(hn_2+ hn_1)
1 3
shy s+ 5hny 2+ hy 1
+4g R 2 2 . 6.31
app, N1 (hy—3+2hn_o+ hy_1)(hy_2+ hn_1) ( )
Nach Kapitel 3 ist fiir z € S%
Tit1 — T4 .
Taopi = B mit z; = Zapp(ts) (6.32)
und fiir z € S} ist
3 Ci,3 .
2 = T i=1l. N, (6.33)

mit ¢z = 2%+ hifi — 22401 + hifi,
Ti = Tapp(ti), Ui = Uapp(t;) und fi = f(zi,u, i)

Damit liegen nun Approximationen der Restglieder (6.13) vor, und die Auswertung der Glei-
chungen (6.14) ist mit diesen nun im Prinzip méglich.

Erweiterung auf Systeme von Differentialgleichungen

Da im allgemeinen die betrachteten dynamischen Systeme mehrere Differentialgleichungen ent-
halten, ist eine Erweiterung der Gleichungen (6.14) notwendig. Dazu werden die folgenden
Beziehungen benotigt:

(i) Es seien y € IR und

n 1
Wl = maxful ol = (XlP)" peN.
Dann gelten Vp € IN und Vy € IR
Wlloo < lyllp+1 < [lyllp, (6.34)
und
Hm |y, = |[Ylle- (6.35)

pP—00
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(i) Es seien x € C%([a,b]), a < b, a,b € IR, und

b 1
lallo = sup 2@, lally = ([ la(rar)", geN.

a<t<

Dann gelten Vg € IN und Vz € C°([a, b])

zllo < M|llgrr < (|24 (6.36)
und
lim [lally = [lo]]e (6.37)

Es sei jetzt z = (71, ...,2,)T mit x; € C%([a,b]) fir 1 <i < n und i,n € N. Dann folgt aus (i)
und (ii) die Abschiitzung

n

'ﬁl»—-

Tl = max sup |x; < sup |x;(t)|? €N,
loll = . swp lait) (;mgbl OP),
oy L
< / l2,(£)|%dt)%)”, p, ¢ € N. (6.38)
Mit p = q folgt weiter
n_ b 1
2|l < (Z/ 2,(t)%dt)?, g e, (6.39)
i=17a

Da die Betragsfunktion nicht differenzierbar ist, betrachten wir nur geradzahlige ¢, d.h. ¢ =
2q, G € IN, notieren im folgenden aber wieder ¢ statt g.

Fiir Systeme von n Differentialgleichungen und fiir z,,, € S%™* k=0 bzw. 2, kénnen also die
Terme der Restglieder in (6.13) angendhert werden durch

n

tit1 1
rea = max sup 2P = (2 / T @O @)Mde)*, ge N, (6.40)
t;

1<G<n ¢ <<t 44 =1

Mit den Beziehungen aus den vorherigen Abschnitten und wegen

n tit1 L n tit1 L
e = (D 1: /t | ’ (@9 (1))dt) > = (3 1: /t | " (@49 (tis1/2))dt ) > (6.41)
1= 3 i= 03

1

n ti1 L n %
= (Z(x§_2+k)(ti+1/2))2q/t. dt) = <Z($§2+k)(ti+1/2))2qhi) ,geN, (6.42)

J:l ? ]:1

kénnen nun die Gleichungen (6.14), die die optimale Lage der inneren Gitterpunkte (¢;)~5" fiir
Tapp € SX™*, k = 0 bzw. 2, festlegen, durch folgende Gleichungen angenihert werden:

1+k 1+k .
0 = hz 17‘19,,'_1_1 - hz Tk,z', 1= 1 l\l -2
1

h%i{“(zhi+1(x§.2+’“>(ti+3/2))2) h1+k(z P9 (t402))) . (6.43)
= 2

Dabei werden die Werte von z?*%)(2;,1/5), i = 1,..., N — 1, aus den Gleichungen (6.29) bzw.
(6.30) und (6.31) bestimmi.
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Da die Ausdriicke in (.)'/?¢ von den Parametern der jeweiligen Diskretisierungen abhiingen,
und da fiir h — 0 auch ()29 — 0 geht, ist (.)¥/? im Grenzfall nicht differenzierbar. In
der Praxis wirkt sich Nichtdifferenzierbarkeit bereits in einer ,kleinen“ Umgebung der Null aus
((.)*/% =~ 0). Es ist daher numerisch giinstiger, den folgenden #quivalenten Satz von Gleichungen
zu verwenden:

2q(1+k)+1 n 21k 2q 2q(1+k)+1 n 21k 2q
0 = hi-(ll-(1+ )+ ( i1 (;Cg + )(ti+3/2)) ) — hlq( +k)+ ( i1 (xg + )(ti+1/2)) ) (644)
i = 1,...,N—2.

Bemerkung 6.7 Fiir die praktische Anwendung in einem Optimierungsverfahren kommen im
wesentlichen ¢ = 1,2,3 in Frage. Dabei ergibt sich fiir ¢ = 3 zwar eine bessere Approxima-
tion der urspriinglichen Gleichungen, fiir ¢ = 3 sind die Gleichungen jedoch viel ,stirker
nichtlinear als fiir ¢ = 1. Dies kann ein erheblich schlechteres Konvergenzverhalten des Opti-
mierungsverfahrens nach sich ziehen, insbesondere dann, wenn, wie in unserem Fall, partielle
Ableitungen dieser Gleichungen durch numerische Differenzenquotienten approximiert werden
(s. Kapitel 7.2).

Bemerkung 6.8 In der Praxis ist es wichtig sicherzustellen, dal wéhrend einzelner Iterations-
schritte im Optimierungsverfahren die geordnete Reihenfolge der ¢; nicht veréndert wird. Dies
kann durch die Hinzunahme von zusitzlichen Nebenbedingungen wie

0 < hoin < hj=tjp1 —t; < hmaey j=1,...,N—1, (6.45)
geschehen, wobei Amin (V) und Amax(N) so zu wihlen sind, dafl

Pnax

hmin

< K =const. < +o¢ und hpa — 0 fiir N — oo.

Diese linearen Nebenbedingungen miissen in jedem Iterationsschritt eingehalten werden. Der
verwendete Algorithmus NPSOL (s. Kapitel 7.3.3) garantiert das.
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6.3 Bewegliche Gitteranpassung zur Gleichverteilung der Variation

Bei der numerischen Lésung von Randwertproblemen gewohnlicher Differentialgleichungen mit
Differenzenverfahren konnte die Plazierung der Gitterpunkte zur Gleichverteilung der , Varia-
tion“!, d.h. (fiir n = 1)

t;
/ i) dt = const., i=1,...,N -1, (6.46)

t;

mit gewissem Erfolg verwendet werden (Keller zitiert in [14]). Dabei bezeichnet = die Losung des
Randwertproblems (6.1), (6.2). Bei der Diskretisierung (DP2) des Optimalsteuerungsproblems
(P) kann aus Gleichung (1.1) die Naherung

JARSLUIE IR A ol IEONORIIEY (6.47)

i i — i

gewonnen werden. Die rechte Seite von (6.47) kann durch

no ortit noortit1 ]
\lﬂg/t@ (3 (@app (1), uapp(£), 1)) dt - = J;/ﬁ 4 (fj‘tzti + fj|t:t¢+1)2 dt (6.48)

1 n 5
= é\l hi Z (fj‘t:ti + fj‘t:ti+1) = v; (6.49)
Jj=1

approximiert werden. Die Lage der inneren Gitterpunkte (7;)Y5" kann in der Optimierung nun
formal durch die Gleichungsbeschréinkungen

v, —v; = 0, i=1,...,N—-2 (6.50)

festgelegt werden. Diese sind differenzierbar nach den Diskretisierungsparametern.

Bemerkung 6.9 Die Auswertung der Bedingungen (6.50) 18t sich effizient implementieren:
Die Differentialgleichungen f werden nidmlich bereits zur Formulierung der Kollokationsbedin-
gungen im diskretisierten Problem (DP2) bei ¢; berechnet.

!Bezeichnung nach [14]
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6.4 Beispiel: Optimale Bahnverfolgung fiir einen zweiachsigen Mo-
dellroboter

Der Greifer eines zweiachsigen Roboters mit vereinfachter Dynamik, im folgenden Modellro-
boter genannt, soll mit einer konstanten Geschwindigkeit eine vorgeschriebene Bahn abfahren,
die eine nichtglatte Ecke enthilt. Dabei entsteht ein unvermeidlicher Bahnfehler, da der Grei-
fer dem Verlauf der Ecke nur dann exakt folgen kann, wenn er dort zur Ruhe kommt. Der
Bahnfehler soll minimiert werden.

Das dynamische Verhalten des Modellroboters wird durch

g1 (t) = ul(t)a 41(0) = 0, d1(0) = 0., CI1(2) = 0.5, 41(2) = 0,
G2(t) = u(t), @(0) = 0, ¢(0) = 0, @2 = 05 ¢(2) = 0.5
beschrieben. Der zu minimierende Bahnfehler ist

2

Ju] = /02 > (a(t) = gigon(t))” + D_(6i(t) — Gigon(t))*dt — min! (6.52)

=1 =1

Als Sollbahn wird

t/2, 0<t<1, 0, Ositsl,
asan(t) = { 12, 1<t<2, @0 { (t—1)/2, 1<t<2,
. 1/2, 0<t<1, 0, 0=st=<l, (652
d1.son(t) { 0, l<t<2 Go,son(t) { 1/2, 1<t<2

verwendet. Als Startwerte fiir DIRCOL sind fiir ¢ und ¢ lineare Interpolationen der vorge-
schriebenen Randwerte ausreichend. Die Anfangsschéitzungen der Steuerungen werden auf null
gesetzt. Ausgehend von diesen Startwerten werden zwei mit jeweils 7 Gitterpunkten diskre-
tisierte Probleme (DP2) gelost. Das erste Mal werden die Gitterpunkte dquidistant und fest
gewihlt, das zweite Mal wird die Lage der Gitterpunkte durch Gleichverteilung der Variation
mitoptimiert. In Tabelle 6.1 ist das Konvergenzverhalten wiedergegeben. Um den Preis einer
héheren Rechenzeit kann mit variablen Gitterpunkten eine deutlich verbesserte Approximation
der Sollbahn erreicht werden (Abbildung 6.1). Drei Kriterien zur Gitteranpassung werden in
Abbildung 6.2 gegeniibergestellt

1. die lokale Variation v? (Abschnitt 6.3),
2. der lokale Optimalititsfehler w; (Abschnitt 5.4) und

3. der Defekt d, eine stiickweise lineare Funktion, die aus den Werten von

d(t) = manﬂfj(xapp(t)’ uapp(t)’ t) - ij,abpp(t”’ -7 = 1’ sy n} bei ¢ = ti+k/4a
k=0,1,2,3,4,i=1,...,N — 1 gebildet wird [137].
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Abbildung 6.1: Vergleich der Losungen fiir 7 feste dquidistante (links) und 7 variable,
die Variation gleichverteilende (rechts) Gitterpunkte (- — —) mit der Soll-

bahn (———) des Modellroboters.
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. . 2
Variation v;
0.34E-01 0.37£-01
oo 0.34E-01
0 >aE—01 0.31E-01
0.26E-01 0.29E-01
0.24E-01 0.26E-01
0.22E-01 0.24E-01
e
0.16E-01 0.18E-01
0.14E-01 0.16E-01
0.12E-01 0.13E-01
0.10E-01 0.10E-01
0.80E-02 0.79E-02
0.60E-02
0.40E-02 0.528-02
0.20E-02 0.26£-02
0.00E+00 0.00E+00
0.000.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 0.000.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

Lokaler Optimalitétsfehler w;

3.50 1.50
3.00 1.25
2.50
1.00
2.00
0.75
1.50
0.50
1.00
0. 50 0.25
0.00 I 0.00 >
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 Q.90 1.00
Defekt d
0.10E-01 0.50E-02
0.80E-02 0.40E-02
0.60E-02 0.30E-02
0.40E-02 0.20E-02
0.20E-02 0.10E-02
0.00E+00 0.00E+00
0.000.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

Abbildung 6.2: Vergleich der (skalierten) Fehlerkriterien fiir 7 feste, dquidistante (links) und 7
variable, die Variation gleichverteilende (rechts) Gitterpunkte beim Bahnver-
folgungsproblem fiir den Modellroboter (Die Ordinaten sind unterschiedlich
skaliert).

Tabelle 6.1: Konvergenzverhalten fiir 7 feste und 7 variable, die Variation gleichverteilende
Gitterpunkte (eopr = 107>, expr = 107°, Abkiirzungen s. Kapitel 8.1).

NG NY [NEQ [NIT [CPU [ J
7 (fest) 41 | 30 | 41 8] 5.973
7 (variabel) | 46 | 35 | 58 17 | 1.917
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6.5 Anpassung der Gitterpunkte in der Literatur

6.5.1 Statische Gitteranpassung bei Kollokationsverfahren

Eine sehr verbreitete Strategie zur Gitteranpassung beruht auf folgendem:

Ein festes Gitter (¢;)¥, wird vorgegeben,

das zugehorige diskretisierte Problem wird gelost,

N*
=1

die berechnete Losung wird analysiert und dementsprechend ein neues, festes Gitter (¢})
gewihlt, mit dem

das neue diskretisierte Problem gelost wird.

Dieses Schema wird solange wiederholt, bis die geforderten Genauigkeiten erreicht sind. Dieses
Vorgehen ist wohl zum ersten Mal in [14] beschrieben worden. Es wird u. a. in [7], [119] und
[120] ausfiihrlicher untersucht und ist im Kollokationsverfahren COLSYS [6] bzw. COLNEW |[8]

zur Losung von Randwertproblemen erfolgreich implementiert worden.

Eine andere Strategie zur Gitteranpassung, die vom Interpolationsfehler ausgeht, hat Maier [89]
mit Erfolg verwendet: Mit einem festen vorgegebenen Gitter werden einige wenige Iterationen
des Newton-Verfahrens durchgefiihrt, bevor das Gitter endgiiltig festgelegt und die Iterationen
zu Ende gefiihrt werden. Dieses Verfahren funktioniert umso besser, je niher man bereits der
Lésung des diskretisierten Problems ist. Zu Ndherungswerten, die noch weit von der Losung
entfernt sind, wird meist kein optimales Gitter produziert.

6.5.2 Bewegliche Gitteranpassung

In den gebréduchlichen Kollokationsverfahren zur Lésung von Randwertproblemen werden meist
Gitteranpassungsstrategien fiir statische Gitterpunkte verwendet.

Bei Kollokationsverfahren lassen sich bewegliche Gitterpunkte durch Koordinatentransforma-
tion der unabhédngigen Verdnderlichen einfiihren. Die Anzahl der Differentialgleichungen wird
um eins erhoht. Das neue Gitter ist dquidistant. Die Lage des Gitters in der alten unabhingigen
Verédnderlichen wird durch die Lésung des Randwertproblems bestimmt. Dieses Vorgehen wird
u. a. von Ascher et al. [7] und Russell [119] ausfiihrlicher beschrieben. Es finden sich dort auch
weitere Verweise.

Zur beweglichen Gitterpunktwahl bei diskretisierten optimalen Steuerungsproblemen gibt es
nur wenige Arbeiten. Jinsch und Paus [69] beispielsweise gehen zunéchst von der Diskreti-
sierung von Hargraves und Paris [57] aus und verwenden die Lagen der inneren Gitterpunkte
tg,...,tn_1 als zusitzliche Variablen, ohne sie allerdings durch zusétzliche Nebenbedingungen
in Gleichungsform formal festzulegen. Sie beobachten, dafl sich bei der numerischen Ldsung
die Gitterpunkte so verschieben, dafl sie den Ungleichungsbeschrinkungen ausweichen. Um
diesen Effekt zu beheben, modifizieren sie die im urspriinglichen Ansatz punktweisen Un-
gleichungsbeschriankungen. Dieses Vorgehen enthilt aber zwei signifikante Nachteile, die die
Konvergenz der Losung des diskretisierten Problems gegen die Losung der notwendigen Be-
dingungen des kontinuierlichen Optimalsteuerungsproblems fiir A~ — 0 verhindern und die in
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[69] nicht beriicksichtigt wurden: Es ist unklar, ob und gegen was die zusitzlichen Freiheits-
grade der inneren Gitterpunkte fiir h — 0 konvergieren, bzw. was diesen im kontinuierlichen
Problem entspricht. Die Umformulierung der Diskretisierung von Ungleichungsbeschréinkungen
zerstort die entsprechenden Konvergenzeigenschaften der urspriinglichen Diskretisierung bei
beschriankten Steuerungsproblemen: Aus der Theorie der optimalen Steuerungen ist bekannt,
daB} eine aktive Zustandsbeschriankung liangs eines Randstiickes eine Steuerung festlegt. Diese
Eigenschaft mufl auch das diskretisierte Problem durch geeignete Verkniipfung der Diskretisie-
rung der Zustandsbeschrinkungen mit der Diskretisierung der Steuerungen widerspiegeln. Die
numerische Losung dieses diskretisierten Problems kann also moglicherweise die Losung des
kontinuierlichen Problems nicht mehr hinreichend genau approximieren!

Zur Diskretisierung von optimalen Steuerungsproblemen bei differential-algebraischen Syste-
men aus der Chemie verwenden Cuthrell und Biegler [39] orthogonale Polynome p-ten Grades
fiir z(¢) und (p—1)-ten Grades fiir u(t). Die Gitterpunkte werden als zusétzliche Variablen hin-
zugenommen und sollen durch zusétzliche Gleichungsnebenbedingungen bestimmt werden. Zur
Herleitung dieser Gleichungen verwenden sie die Fehlerabschéitzungen von de Boor [14] und die
dort angegebene Approximation der Restglieder ¢;, ¢ = 1,..., N — 1. Auflerdem erweitern sie
die so erhaltenen Gleichungen auf Systeme von Differentialgleichungen und erhalten schliefllich
als bestimmende Gleichungen
n 1 1 n 1 1
hisi (Y (ap0)?)* = hi(D(gi)?)? =0, i=1,...,N—1 (6.54)
j=1 j=1

In den in [39] angegebenen Beispielen wurde p = 2 verwendet. Dieses Vorgehen hat 3 wichtige
Nachteile:

e Die gewihlte Approximation der Restglieder ¢;, ¢ = 1,..., N — 1, ist nach den Diskreti-
sierungsparametern nicht differenzierbar.

e Die durchgefiithrte Erweiterung (6.54) auf Systeme von Differentialgleichungen ist bei
¢;,; = 0 nicht differenzierbar. Praktische Schwierigkeiten treten bereits auf, falls ¢;; ~ 0.

e Fehler in den nichtlinearen Gleichungsbeschrénkungen werden nicht beriicksichtigt.

Dieses Vorgehen ist in dieser Form nicht geeignet. Im iibrigen sind Konvergenzeigenschaften
der Diskretisierungen fiir 4 — 0 nicht untersucht worden.
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Kapitel 7

Implementierung

In diesem Kapitel werden verschiedene Punkte einer effizienten Implementierung diskutiert. Sie
betreffen

e Problemformulierung,
e Berechnung von Gradienten,
e Losung der nichtlinearen Optimierungsprobleme und

e Durchfiihrung einer Gitteranpassung.

Sie sind bei der Implementierung des im Rahmen dieser Arbeit erstellten Algorithmus DIRCOL
beriicksichtigt worden.

7.1 Angepafite Problemformulierung

In diesem Abschnitt werden einige, die Formulierung des Optimalsteuerungsproblems (AP)
betreffende Techniken beschrieben, mit denen die Effizienz der Implementierung direkter Kol-
lokationsverfahren deutlich verbessert werden kann.

7.1.1 Nichtautonome Probleme

Werden im Entwurf eines Algorithmus nur autonome Probleme beriicksichtigt, so ist man ge-
zwungen, ein nichtautonomes Problem um den Preis der Einfiihrung einer zusétzlichen Differen-
tialgleichung auf ein autonomes Problem zu transformieren (vgl. Gleichung (4.13)). Bei direkten
Kollokationsverfahren erhoht sich dadurch die Anzahl der Unbekannten und der nichtlinearen
Gleichungsbeschrinkungen im diskretisierten Problem i.w. um die Anzahl der Gitterpunkte.
Um diese Erh6hung der Anzahl der Freiheitsgrade und Beschrinkungen zu vermeiden, ist es
daher effizienter, nichtautonome Probleme bereits im Algorithmus zu beriicksichtigen.

7.1.2 Unterscheidung expliziter Rand- und Schaltbedingungen

Anstatt spezielle Rand-, Schalt- oder Stufungsbedingungen, die direkt Werte fiir die Zustands-
variablen vorschreiben, in der allgemeinen nichtlinearen impliziten Formulierung von Gleichung
(1.8) bzw. Gleichung (1.9) zu beriicksichtigen, kann z. B. die folgende Unterscheidung expliziter
Randbedingungen

zi(to) = const., ie{l,...,n},

_ . 7.1
.’L’j(tf) = le-(x(to),to,tf), VS {1,. . .,n}, le 'R +2 — Rl, ( )
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sowie von Schalt- bzw. Stufungsbedingungen

z;(Ex —0) = const., ie{l,...,n},
2j(Ex+0) = RNx(E,—-0),E), je{l,...,n}, Rf:R"" - R, (7.2)
= 2,...,M—1,

benutzt werden. Das hat den Vorteil, dafl einige Freiheitsgrade des diskretisierten Optimierungs-
problems (DP1) bzw. (DP2) durch vorgeschriebene Funktionswerte eliminiert werden konnen.
Somit wird die Anzahl der Freiheitsgrade und der Gleichungsbeschrinkungen reduziert. Ein
,robusteres” Konvergenzverhalten bei geringerem Rechenzeitbedarf ist dadurch zu erwarten.

7.1.3 TUnterscheidung zwischen einfachen Schranken und nichtlinearen Beschrén-
kungen

Bei nichtlinearen Ungleichungsbeschriinkungen (1.10) kénnen einfache untere und obere Schran-
ken fiir die Zustands- und Steuervariablen

i'c,min S .’L'Z(t) S xf,ma.x’ 7;:1,...,77,,
wfom < ou(t) < kL, i=1,..00 (7.3)

k=1,...,M—1,

in jeder Phase F) <t < Ejy1 unterschieden werden, ebenso fiir die Steuerparameter und die
Ereignisse (der Anfangszeitpunkt E; = ¢, bleibt fest)

Dj,min i Pi < DPjmaxs, J=1,...,1p, (7.4)

Ek,min Ek < Ek,maxa k= 2a sy M.

Die separate Beriicksichtigung solcher oberer und unterer Schranken in einem direkten Kollo-
kationsverfahren hat zwei Vorteile: Zum einen werden bei Verwendung numerischer Differen-
zenquotienten fiir die Gradienten der Ungleichungsbeschrinkungen zahlreiche Funktionsaus-
wertungen eingespart und zum anderen erlauben nichtlineare Optimierungsverfahren (wie das
verwendete SQP-Verfahren NPSOL) meist die separate Beriicksichtigung solcher Schranken,
die dann, im Gegensatz zu nichtlinearen Beschrinkungen, in jedem Iterationsschritt eingehal-
ten werden konnen, was ein robusteres und effizienteres Optimierungsverfahren zur Folge hat.

7.1.4 Hinzunahme unterer und oberer Schranken

Um zu verhindern, dafl das Parameteroptimierungsverfahren wihrend einzelner Iterationsschrit-
te in physikalisch unsinnige Bereiche gerit (wie z. B. eine negative Flughthe oder eine negative
Gesamtmasse bei flugmechanischen Problemen), was zur Divergenz des direkten Kollokations-
verfahrens oder auch zum Abbruch des Programmlaufes (z. B. wegen versuchter Auswertung von
vz fiir z < 0) fithren kann, kann es notwendig sein, untere und obere Grenzen fiir Zustands- und
Steuervariablen, sowie fiir die Steuerparameter und die Ereignisse zu spezifizieren. Diese sind
dabei so eng als moglich zu wihlen, ohne dafl dadurch jedoch die optimale Bahn des urspriing-
lichen Problems (fiilschlicherweise) beschriankt wird. D.h. es ist fiir eine berechnete Lésung zu
iiberpriifen, ob diese zusitzlichen Beschrinkungen fiir die berechnete N&dherungslosung aktiv
werden.
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7.1.5 Skalierungen

Eine geeignete Skalierung aller auftretenden abhéngigen und unabhéingigen Variablen kann sich
in einem Optimierungsverfahren einerseits auf die Kondition von auftretenden Matrizen héher-
er (partieller) Ableitungen und andererseits auch auf die Abbruch- und Konvergenzkriterien
auswirken, die implizite Definitionen von ,gro8“ und ,klein“ verwenden (siehe Kapitel 7.5,
8.4.2.2 und 8.7 bei Gill, Murray und Wright [49]). Eine ,schlechte“ Skalierung kann selbst bei
ygutartigen“ Problemen zur Divergenz numerischer Verfahren fiihren, wihrend eine ,,gute® Ska-
lierung die Konvergenzeigenschaften hinsichtlich Robustheit gegeniiber schlechten Startwerten
verbessern kann. Auch werden weniger Iterationen bendtigt. Die Skalierungsinvarianz (Affi-
ninvarianz) ist daher eine erstrebenswerte Eigenschaft fiir viele Algorithmen. Die theoretische
Skalierungsinvarianz kann jedoch in der Praxis aufgrund der endlichen Arithmetik nicht im
gesamten Wertebereich gesichert werden. Eine ,gute“ Skalierung ist daher selbst bei affininva-
rianten Algorithmen von Vorteil.

Die Grundgedanken bei Skalierung durch lineare Transformationen und deren Auswirkungen
seien im folgenden kurz skizziert.

Skalierung von x, u, p und iy

Alle (skalierten) z;(t) und u;(t) sollten ungeféhr im selben Bereich von etwa [—1, +1] liegen und
auch laufen. Wir betrachten zuniichst einstufige Systeme (d.h. M = 2, keine Schaltpunkte).
Skalierungen lassen sich dann durch lineare Transformationen der Art

i‘z(t) = (l‘z(t) — Xi,m) /Xz',s; Xi,m; X,‘ys = const. 75 0, 1= 1, o, N,
u(t) = (4(t) = Ujm) /Ujsy  Ujm, Ujs = const. #0, j=1,...,1, (75)
ﬁj = (p] — Pj,m) /Pj,Sa Pj,ma Pj,s = const. §£ 0, ] = ]_, .. .,lp,
ty = (ty—to)/T, T = const. >0
beschreiben. Die neue unabhingige Verdnderliche ist also
t = (t—1ty)/T € [0,(ty —to)/T).
Damit transformiert sich die i-te Differentialgleichung wegen
N dz;(?) 1 dz(?) 1 dz(t) dt T .
t = — = — = - = t
() dt Xis di X, dat di ~ x,0)
zu
. T
2(t) = — F(X2(@) + X, Ust(?) + Un, Bsp + Py 0 +T7), (7.6)

mit X = diag(X1s,. .-, Xns), Xm = Xims -, Xom)” und Ug, Uy, P, P, entsprechend.

Sind z; oder wuy zeitabhéingige Winkel, so werden sie in [rad] gemessen und brauchen wegen
z;(t), ug(t) € [ — 7, +x] nicht skaliert zu werden.

Werden bei Problemen mit Schaltpunkten (mehrstufige Probleme) auch die Ereignisgrofien
transformiert

Ek = (Ek — Ek,m) Ek,S/T, Elc,m 75 0, Ek,s > 0, k= 2, A M, (77)
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so gilt in der k-ten Stufe

t = (t— Epm)Ers/T,

. T .
il) = + B FCoosos By + T Eyy). (7.8)

In der Optimierung wird mit den skalierten Gréflen gerechnet.

Skalierung der nichtlinearen Beschrinkungen g >= 0 und h® =0

,Gut“ skalierte Beschrinkungen sind erstens gut konditioniert hinsichtlich Anderungen in den
Verénderlichen z(t;), u(t;), p und ¢;, und zweitens haben verschiedene Beschrinkungen , gleiches
Gewicht“ in der Losung. Gleichungs- und Ungleichungsbeschrinkungen des optimalen Steue-
rungsproblems (AP) kénnen mit

gi(@,u,p,t) = gf(z,u,p,t)- G, GEF, = const. >0, i=1,...,ngnmg,

7 . (7.9)
hsk(z,u,p,t) = h$*(x,u,p,t)- Hf,, Hf, = const. >0, i=1,...,%humu,
in jeder Phase £k =1,..., M — 1, skaliert werden. Entsprechend werden auch die nichtlinearen

Rand- und Schaltbedingungen (1.8) und (1.9) skaliert.

Skalierung der Zielfunktion ®

Auch eine Skalierung der Zielfunktion kann wirkungsvoll sein. Konstanten, die zu einem nicht-
konstanten Anteil von ® hinzuaddiert werden, sollten weggelassen werden. Bei vielen Problemen
hat es sich in der Praxis gut bewihrt, ® so zu skalieren, dal der optimale Wert etwa bei 100
liegt, und dal der Bereich von 0 bis 100 auch der tatsichliche Schwankungsbereich ist, den
(i (ts),ty) fiir verschiedene Werte von Z(Z;) und #; in der Iteration annehmen kann

¢ = (®—®,)/P;, @,=const.#0, & = const. > 0. (7.10)
Es ist zum Beispiel meist effektiver, statt
O = 1000 + z1(ty)
die Skalierung )
® = 100 (z1(ty) — X1.m)/X1s

(mit X5 > 0) zu verwenden.

Realisierung der Skalierung

Die Ein- und Ausgabe sowie die Formulierung der Differentialgleichungen etc. erfolgt in den
urspriinglichen Einheiten. Die Skalierungen und Reskalierungen werden im Programm intern
durchgefiihrt. Der Benutzer kann also mit den vertrauten Mafleinheiten operieren und ist nicht
gezwungen, die linearen Transformationen selbst zu programmieren.

Im Programm DIRCOL sind mehrere Optionen zur Durchfiihrung der Skalierungen implemen-
tiert. Damit ist es u.a. moglich, in jeder Phase [E;, E;, ;] andere Skalierungen fiir die Zustands-
und Steuervariablen sowie fiir die nichtlinearen Gleichungs- und Ungleichungsbeschrinkungen
zu verwenden:

1) Keine Skalierung (d.h. X;5 =1, X;, =0, & =1, &, =0, G, = 1, etc.),
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2) Verwendung von Skalierungen durch lineare Transformationen, die alle vom Benutzer in
einer speziellen Eingabedatei spezifiziert werden miissen, oder

3) Verwendung von Skalierungen durch lineare Transformationen, die vom Programm selbst
nach den folgenden Kriterien berechnet werden:

e Durch Untersuchung der Werte der Starttrajektorie von z;(¢) an den Punkten t;,
ti+1/2, tjt1, § = 1,..., N — 1, werden Naherungen fiir max{z;(t) : ¢ € [to, 1]} und
min{x;(t) : ¢ € [to,t7]} bestimmt, mit denen dann X;g und X;,, berechnet werden
kénnen (i = 1,...,n). Analog wird fiir die Steuerungen vorgegangen.

e Durch Untersuchung der Werte der Beschrankungen g und A fiir die Starttrajekto-
rien von x(t), u(t) an den Punkten ¢;, ¢;11/9,¢;41 und fiir die Startwerte von p und
E werden Naherungen g7 .. fiir max{gf(z(t),u(t), p,t) : t € [Ey, Exq1]} und hSk,,,

fiir max{|hS*(z(t),u(t),p,t)| : t € [E, Exs1]} bestimmt. Die Skalierungsfaktoren
werden dann nach

ok — 1, falls gf’max =0,
b max (€g,1) /gFmax, SODSL,

" _ 1, falls expr < \/emacn;,
e = 100->10g10(enrr/vemach) - gonst,

1, falls b, =0,
100 - expr/hf oy, sODSE,

, 1= 1, e ,nmnln’k,

und ij,s = , 7=1, .., npank,
berechnet. Dabei ist eyacu die relative Maschinengenauigkeit und expr die ge-
wiinschte Genauigkeit in den nichtlinearen Beschrinkungen (Kapitel 7.3.3).

e Durch Variation der Werte von z(¢) an den Rand- bzw. Schaltpunkten, den Ereignis-
sen und Steuerparametern wird versucht, eine Schwankungsbreite der Zielfunktion
(Gleichung (1.12)) zu bestimmen, mit der dann ®; und ®,, berechnet werden.

Diese Kriterien haben sich bei vielen optimalen Steuerungsproblemen als niitzlich erwie-
sen. Es sind jedoch leicht Probleme konstruierbar, wo diese Kriterien schlechte Resultate
liefern konnen. Sie sind daher lediglich als Hilfestellung fiir Benutzer des Programms
DIRCOL zu betrachten.
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7.2 Gradientenberechnung

Abbildung 7.1:

Abbildung 7.2:
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Jacobi-Matrix der Diskretisierung (DP2) mit 21 Gitterpunkten bei der Bra-
chistochrone mit Wegbeschrankung (Kapitel 5.3.2): Die ersten 40 Zeilen re-
sultieren aus den Kollokationsbedingungen, die letzten 21 aus der Unglei-
chungsbeschrankung, die Eintréige der letzten Spalte enthalten die Ableitun-
gen nach der freien Endzeit 0/0t;.

Jacobi-Matrix der Diskretisierung (DAP2) mit Beriicksichtigung der Schalt-
struktur (9 Phasen) bei der zeitoptimalen Steuerung des Roboters Manu-
tec r3 (Kapitel 8.4.3): Horizontale und vertikale Hilfslinien kennzeichnen die
den einzelnen Phasen zugeordneten Beschrinkungen und Freiheitsgrade. Die
letzten Zeilen enthalten die Gradienten der nichtlinearen Schaltbedingungen,
die letzten Spalten die Abhéngigkeiten von den Ereignissen.
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Zur numerischen Losung der endlich-dimensionalen nichtlinearen Optimierungsaufgaben wer-
den die Gradienten von Zielfunktion und Beschrinkungen der Probleme (DP1), (DP2) bzw.
(DAP2) benétigt. Diese sind strukturiert und diinnbesetzt. Beispiele fiir Jacobi-Matrizen sind
in den Abbildungen 7.1 und 7.2 dargestellt. Dort sind die Blocke schwarz eingefirbt, in denen
a priori ein von null verschiedener Eintrag erwartet werden kann.

Die Struktur der Gradienten wird in DIRCOL insoweit ausgeniitzt, als nur die Eintréige berech-
net werden, in denen ein von null verschiedener Wert erwartet werden kann. Approximationen
der bendtigten Gradienten werden durch Vorwértsdifferenzenquotienten nach dem Algorithmus
von Gill, Murray, Saunders und Wright [48], [49] berechnet.

7.3 SQP-Verfahren

In der letzten Dekade haben Verfahren der sequentiellen (auch sukzessiven oder rekursiven)
quadratischen Programmierung (SQP) grofie Verbreitung (in der Praxis) gefunden. Eine ih-
rer herausragenden FEigenschaften ist die geringe Anzahl benétigter Funktionsauswertungen
im Vergleich zu anderen Verfahren [125]. Fiir einen historischen Uberblick iiber die Entste-
hungsgeschichte der SQP-Verfahren sei auf die Zitate bei Schittkowski [126] und Fletcher [45]
verwiesen. Zur Beschreibung der elementaren Eigenschaften von SQP-Verfahren werden wir uns
im wesentlichen an der Darstellung von Schittkowski [126], [127], [128] orientieren.

7.3.1 Prinzip

Wir betrachten das nichtlineare Optimierungsproblem (NP) aus Kapitel 4.2 (Gleichungen (4.31)
— (4.33)): Minimiere
®(y), yelR",

unter den Restriktionen

b](y) > 05 jzla"'ama

mit n, me, m € IN und stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen ®, a; und b;.

Die grundlegende Idee beruht auf der Formulierung und Lésung eines quadratischen Teilpro-
blems (QP) in jeder Iteration zur Bestimmung der Suchrichtung. Das QP erhilt man durch
Linearisierung der Beschrénkungen und quadratische Approximation der Lagrangefunktion
L(y, p, o) aus Gleichung (4.34)

L(y, pr,0) = ®(y) — > miai(y) — Y o5b;(y), p € R™, o € R™.
i=1 j=1

Zur Formulierung des quadratischen Teilproblems gehen wir von einer gegebenen Iterierten

yr € IR™ (Approximation der Lésung), vy = (,ugk), e, ,ugfg,agk), .o, 0T € IR™e*™ (Approxi-
mationen der Multiplikatoren) und By € IR™*" (Approximation der Hesse-Matrix von L) aus.

Dann lautet das quadratische Teilproblem (wobei k der Iterationsindex ist)

1
min EdTBkd + VO(y)'d (7.11)
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unter

Vai(ye)'d+ai(ye) = 0, i=1,...,m,, (7.12)
Vbi(yw)"d +bi(ye) > 0, j=1,...,m. (7.13)

Es sei dj, die Losung und uy der zugehorige Multiplikator. Eine neue Iterierte erhélt man durch

(““>:<“>+%< i ). (7.14)
Vk+1 Vg, Uk — Uk

Dabei ist o € IR eine Schrittweite, die geeignet gewdhlt wird, um globale Konvergenzeigen-
schaften beim Start von beliebigen Anfangswerten, d. h. von einem y € IR, vy := O und By, := 1,
zu erhalten. Die Schrittweite sollte dabei mindestens die Abnahme der , Giitefunktion*

o= (V) +a( )

mit einer geeigneten Straffunktion v, (y,v), 7 = (71, ., Tmosm)? € IR™e*™ 7, > 0, garantieren.
Verbreitet sind die nicht differenzierbare L;-Straffunktion (Han [56] und Powell [111])

Uy 0) = @(0) + 315l (0)| + 3 s min0,50) (7.15)

i=1

sowie die differenzierbare erweiterte Lagrangefunktion (Schittkowski [126], [128])

br(y,v) = B(y) — il (Mjaj(y) - %U%(W) -2 (Ujbj(y) - %Tme+jbj(y)2) - % > T?ﬂ
(7.16)

mit den Indexmengen
J={lt<j<m, b(y) <oj/rmit, K ={1,...,m}\J.

Die erweiterte Lagrangefunktion (7.16) besitzt dabei einige theoretische und numerische Vor-
teile gegeniiber der exakten L;-Straffunktion (s. Schittkowski [126]).

Bei den hier zu 16senden nichtlinearen Optimierungsproblemen besitzt diese Giitefunktion einen
weiteren wichtigen Vorteil: Die Lagrangefunktionen von (DP1) und (DP2) lassen sich als Diskre-
tisierungen erweiterter Funktionale interpretieren (Kapitel 4.3 und 4.4). Bei ihrer Minimierung
wird auch das Minimumprinzip (in einer speziellen Form) erfiillt.

Zur Vermeidung der Berechnung der zweiten Ableitungen und zur Erhaltung einer dennoch
lokal superlinearen Konvergenzrate wird die Approximation By der Hesse-Matrix von L meist
nach der BEFGS-quasi-Newton Formel erneuert. Dabei hingt die Berechnung von By, nur von
By, und zwei Vektoren ab

qx = VyL(yk—f-l’ Uk) - VyL(ykv uk)7
P = Yg+1 — Yk,
1 1
By = Bp+ T—Qkfb{ ~ —5 o Bipipi Br- (7.17)

qi Pk Pt Bypy,
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Falls By positiv definit ist und falls ¢l p; > 0, dann ist nach der obigen Formel auch By,
positiv definit. Die Verwendung der BFGS-Formel setzt dabei geeignete Schitzungen wuy der
Lagrangeschen Multiplikatoren voraus.

Zwei weitere Strategien zur Wahl von By, im quadratischen Teilproblem werden von Gill, Murray
und Wright in [50] zitiert und kurz beschrieben.

Theoretische Eigenschaften von SQP-Verfahren werden z. B. von Schittkowski in [126] und [128]
untersucht.

7.3.2 Einige praktische Details
Quadratische Teilprobleme ohne zulissige Losung

Das quadratische Teilproblem (7.11) — (7.13) hat méoglicherweise, wegen inkonsistenter (lineari-
sierter) Beschrinkungen, keine Losung. Durch Einfiihrung einer zusétzlichen Variablen § € IR
kann man jedoch ein (n + 1)-dimensionales quadratisches Teilproblem mit konsistenten Be-
schrinkungen erhalten (Powell [111]):

min %dTBkd + VO(yp)"d + pi6* (7.18)
unter
Va;(yp)Td+ (1 = 0)as(yx) = 0, i=1,...,m,, (7.19)
Vbi(yr)"d + (1= 8)bj(ye) > 0, j € Ji, (7.20)
Vbi(ye)"d+bi(ye) > 0, j € K, (7.21)

mit Indexmenge J;, der aktiven Ungleichungsbeschriankungen
Je={jl1 <j <m, bi(ye) < e oder of >0}, Ky ={1,...,m}\ Jp.

Dabei ist € eine kleine Toleranz zur Definition der aktiven Ungleichungsbeschrinkungen. Of-
fensichtlich erfiillt der Punkt dy := 0, §y := 1 die linearen Beschrankungen. Somit ist das
erweiterte quadratische Teilproblem immer l6sbar. Der Strafparameter py ist in Abhéngigkeit
von der Giitefunktion passend zu wéhlen (Schittkowski [128]).

Eine andere Moglichkeit besteht darin, einen Vektor d zu bestimmen, der eine gewichtete Summe
der verletzten (linearisierten) Beschrinkungen und der quadratischen Zielfunktion minimiert
(Gill, Murray, Wright [50] und die dort zitierten Arbeiten). Diese Variante ist im Algorithmus
NPSOL verwendet worden (Gill et al. [51]).

Modifikation des BFGS-Updates

Fiir den Fall ¢l'p, <= 0 hat Powell [111] eine Modifikation der BFGS-Formel angegeben, die
sicherstellt, dafl By, positiv definit ist. In der Formel (7.17) wird dazu die Definition von g
ersetzt durch

G = Od;+ (1 — O)Bypy,
Ge = VyL(Yr+1, ur) — VyL(yk, ur),
o { 1, falls §{py > 0.2p} Bipy,
= 0.8p7 By.pr
;. Bipk—py dr’ SOnSt.
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Diese Wahl von © garantiert, dafl

4t pr > 0.2pi Bypy

und dafl alle Matrizen By positiv definit bleiben, sofern B, positiv definit ist.

Gill et al. beschreiben eine weitere Moglichkeit zur Wahl von g, die im Algorithmus NPSOL
verwendet worden ist [51].

In der Praxis ist es meist effizienter, von Iteration zu Iteration eine geeignete Faktorisierung
der Matrix By, die in der Losung des quadratischen Teilproblems verwendet wird, zu erneuern
als diese selbst (vgl. z. B. Schittkowski [127], Gill et al. [51]).

Untere und obere Schranken fiir die Variablen

Da in den praktischen Anwendungen von Optimierungsverfahren die Problemstellungen hiufig
obere und untere Schranken

Ymin S Y S Ymax (722)

enthalten, und weil deren Einhaltung in jedem Iterationsschritt zudem die Robustheit des Ver-
fahrens erhoht, werden in allen géngigen Implementierungen von SQP-Verfahren diese Schran-
ken separat beriicksichtigt. Somit werden die linearen Beschrinkungen im quadratischen Teil-
problem um

Ymin — Yk < d < Ymax — Yk (723)
erweitert (z.B. Schittkowski [127]).

Losung des quadratischen Teilproblems

Schittkowski [127] hat die Formulierung des quadratischen Teilproblems als lineares Ausgleichs-
problem vorgeschlagen: Das quadratische Teilproblem kann als lineares (beschranktes) Aus-
gleichsproblem angesehen werden, welches wiederum auf ein nicht negatives lineares Ausgleichs-
problem transformiert werden kann.

Da im SQP-Verfahren eine Folge verwandter QPe gelost werden muf, ist eine ,,Warm Start“
Option fiir das Unterprogramm zur Losung der quadratischen Teilprobleme, die es beispielsweise
erlaubt, Faktorisierungen und Arbeitsmengen der vorherigen Iteration wieder zu verwenden,
sehr effizienzsteigernd [50].
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7.3.3 (Weitere) Besonderheiten von NPSOL

Zur Losung der durch die Diskretisierungen auftretenden nichtlinearen Optimierungsprobleme
(DP1) und (DP2) wird das SQP-Verfahren NPSOL von Gill, Murray, Saunders und Wright [51]
verwendet. Neben den teilweise bereits erwidhnten Eigenschaften werden die folgenden in DIR-
COL ausgeniitzt:

e Problemformulierung:
Der Algorithmus behandelt einfache untere und obere Schranken, lineare und nichtlineare
Beschréinkungen separat. Schranken sowie lineare Beschréinkungen werden dabei in jedem
Iterationsschritt eingehalten. Dies ermd&glicht bei variablen Gitterpunkten die Einhaltung
der Gleichungen (6.45), die die aufsteigende Ordnung der Gitterpunkte garantieren.

e Abbruchkriterien:
NPSOL terminiert erfolgreich, wenn die Folge der Iterierten (y) einen Punkt y enthélt,
der die KKT Bedingungen erster Ordnung (s. Kapitel 4.2) erfiillt. Dazu werden drei
Kriterien iiberpriift:

(1) alld]] < eorr(1+|yl]),
(2) 1279l < Veorr(l+max{l+|®(y)|,llgll}), (7.24)
(3) |aj(y)| < exrr, br(y) > —exrr,

dabei sind a;, by nichtlineare Beschrdnkungen, g ist der Gradient von ® nach den frei-
en, nicht gebundenen Variablen und Z7g¢ ist der projizierte Gradient. Es sind egpr die
Optimalitdtsgenauigkeit (optimality tolerance) und expr die nichtlineare Beschréankungs-
genauigkeit (nonlinear feasibility tolerance), die beide vom Benutzer spezifiziert werden
konnen.
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7.4 Ablaufschema

@ Starttrajektorie:
x(t), u(t),ty, und
z. B. dquidistantes Gitter,

@ Anpassung von

€OPT; ENFT
@ 1 Makro-Iteration: Lésung von ® )
(DPeyer) bZW (DABENFT) mit SQP Gitteranpassung: Anpassung der
Mlnl—Iteratlonen: Nj, und (t9)i=1,n, Schaltstruktur:
Lésung von QPen (k=1,...,M—1) M.E.rk
Mikro-Iterationen: A

QP-Iterationen

@

Genauigkeitstest

®

Uberpriifung der
Schaltstruktur

Abbildung 7.3: Schematischer Ablauf beim direkten Kollokationsverfahren DIRCOL.

Die Durchfiihrung des direkten Kollokationsverfahrens kann gem#fl den in Abbildung 7.3 darge-
stellten Schritten erfolgen. Sie beruht auf der Losung einer Folge verwandter, endlich-dimensio-
naler nichtlinearer Optimierungsprobleme, deren Dimension mit der Verfeinerung der Losung
durch Anpassung der Lage der Gitterpunkte mit wachsendem N zunimmt:

(1) Anfangsschétzwerte fiir die Zustandsvariablen, die Steuervariablen und die ggf. freie End-
zeit sind anzugeben. Meist ist eine lineare Interpolation vorgeschriebener Anfangs- und
Endwerte der Zustandsvariablen und eine auf null geschétzte Steuerung ausreichend, um
bereits bei einem groben dquidistanten Anfangsgitter (z. B. N = 10) hinreichendes Kon-
vergenzverhalten des SQP-Verfahrens zu einer ersten Approximation zu erzeugen.

(2) Die Toleranzen eopr und expr werden im Laufe der Verfeinerung der Losung durch die
Anpassung des Gitters sukzessive erniedrigt (von 1072 auf maximal eyjacr)-

(3) In jeder Makro-Iteration wird ein nichtlineares Optimierungsproblem durch Aufruf des
SQP-Verfahrens NPSOL [51] gelost. Dazu muf} in jeder Iteration des SQP-Verfahrens
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ein quadratisches Problem gel6ést werden (Mini-Iteration). Die Lésung des QPs geschieht
wiederum iterativ (Mikro-Iterationen).

Ein Genauigkeitstest, bestehend aus der Uberpriifung

e des maximalen Defektes max |f;(Zapp(t), Yapp(t),t) — Tjapp(t)] bel t = titpsa,
k=1,2,3j=1,...,ni=1,... N—1,

e des maximalen Fehlers in den Beschrinkungen an den Testpunkten { = £; 44,
k=0,1,2,3,4 und

e des geschitzten Optimalititsfehlers im Wert des Zielfunktionals (Kapitel 5.4),

dient zur Beurteilung der Giite der Approximation der Losung des Optimalsteuerungs-
problems aus der berechneten Néherung.

Die Gitteranpassung wird anhand der lokalen, intervallweisen Fehlerschétzer

e fiir die Differentialgleichungen: des lokalen Defekts
max;j=1,...n{[/j(Zapp (), Uapp(t), 1) — Ejapp(t)], ¢ = tivksa, k=1,2,3,
und des lokalen Kollokationsfehlers (Kapitel 6.2.2),

e fiir die Beschrdnkungen: max; |g;(z,u,t)_|, t=tiik, k=0,1,2,3,4
(9- = g, falls g < 0, und 0 sonst)

e und des lokalen Optimalitétsfehlers (Kapitel 5.4)

durchgefiihrt.
Die Uberpriifung der Schaltstruktur und

die Anpassung der Schaltstruktur ist nur dann erforderlich, falls die Beriicksichtigung
der Schaltstruktur in der Diskretisierung explizit gewiinscht wird. Dies erfordert einen
zusitzlichen Aufwand vom Benutzer, erméglicht aber dafiir eine verbesserte Approxima-
tion der Losung. Dazu ist die Neuformulierung eines Optimalsteuerungsproblems, das
z. B. urspriinglich vom Typ (P) war, als mehrstufiges Problem vom Typ (AP) (Kapitel 1)
mit Schaltpunkten notwendig. Beispiele fiir dieses Vorgehen werden in den Kapiteln 8.3
(reichweitenmaximaler Flug eines Hingegleiters) und 8.4.3 (zeitoptimale Robotersteue-
rung) angegeben.

Bemerkung 7.1 Bei Anwendung einer beweglichen Gitteranpassung nach Kapitel 6.2 bzw.
6.3 verdndert sich durch die Einfiihrung weiterer Beschrankungen mit zugehorigen Multipli-

katoren die Eigenschaft der Lagrangefunktion (Diskretisierung des erweiterten Funktionals)

sowie die Interpretation der Multiplikatoren als Diskretisierungen der adjungierten Variablen.
Eine bewegliche Gitteranpassung erfolgt daher nur optional in den ersten ein oder zwei Ma-

kroiterationen zur Bestimmung eines geeigneten, nichtiquidistanten Anfangsgitters. Die letzten

Makroiterationen zur Verfeinerung der Losung werden jeweils auf einem festen Gitter durch-

gefiihrt.
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Kapitel 8

Probleme aus den Anwendungen

8.1 TUberblick

Dieses Kapitel enthélt und beschreibt Anwendungen der neuen Methode auf ausgewihlte Pro-
bleme der Praxis:

Anhand der optimalen Steuerung eines Flugzeugs vom Typ Boeing 727 beim Flug durch Fall-
winde (Kapitel 8.2) wird demonstriert, wie eine urspriinglich Wochen dauernde Berechnung
einer numerischen Lésung mit dem Mehrzielverfahren iiber eine Homotopiekette mit Hilfe von
DIRCOL auf wenige Stunden verkiirzt werden kann.

Beim reichweitenmaximalen Flug eines Héngegleiters bei Aufwind (Kapitel 8.3) koénnen die
optimale Losung, die adjungierten Variablen sowie Auf- und Absprungpunkt der Steuerbe-
schrinkung mit hoher Genauigkeit berechnet werden.

Die zeit- und energieminimalen Punkt-zu-Punkt-Bahnen des Greifers des Industrieroboters Ma-
nutec r3 werden in Kapitel 8.4 ausfiihrlich untersucht. Es wird die Effizienz der Kombination von
direkter Kollokations- und Mehrzielmethode an der Losung eines sehr komplizierten Optimal-
steuerungsproblems mit mehreren aktiven Zustandsbeschriankungen unterschiedlicher Ordnung
dargelegt. Bei der zeitoptimalen Steuerung konnen sofort elf z. T. sehr nahe beieinander lie-
gende Schaltpunkte sowie die Graphen der adjungierten Variablen in einer solchen Genauigkeit
mit DIRCOL geschitzt werden, dafl das Mehrzielverfahren bereits nach wenigen Iterationen
terminiert, wenn nur diese Schétzwerte als Startwerte vorgegeben werden. Bei Einbeziehung
der Schaltstruktur in die Optimierung kann die Losung trotz der hohen Komplexitit des dy-
namischen Modells und der vielen Steuer- und Zustandsbeschrinkungen bereits mit DIRCOL
in hoher Genauigkeit berechnet werden. Ein Laborexperiment zeigt, dafl die mit DIRCOL be-
rechneten optimalen Bahnen direkt in die Steuerungsmechanismen des Roboters implementiert
werden konnen.

Der Vergleich mit Verfahren aus der Literatur zur Berechnung zeitoptimaler Roboterbahnen
mit zwei, drei und sechs Freiheitsgraden (Kapitel 8.5) zeigt, daf§ die zitierten Ergebnisse nicht
optimal sind. Die publizierten Bahnen in drei und sechs Freiheitsgraden kénnen verbessert
werden, zum Teil sogar erheblich.

Die breite Einsetzbarkeit der neuen Methode wird durch die Entwurfsoptimierung hochfrequen-
ter Oszillatoren in Kapitel 8.6 abgeschlossen. Hier kann erstmals ein rauschminimaler Entwurf
fiir einen speziellen hochfrequenten Oszillatortyp systematisch mit DIRCOL berechnet werden.

Die Genauigkeit der in Kapitel 5.4 entwickelten Fehlerschitzung wird anhand der Reichwei-
tenmaximierung eines Hingegleiters und der Entwurfsoptimierung des van-der-Pol-Oszillators
demonstriert.
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In den Tabellen, die das Konvergenzverhalten bei den einzelnen Problemen wiedergeben, be-
deuten
NG die Anzahl der Gitterpunkte bei DIRCOL,
NY die Anzahl der Freiheitsgrade im nichtlinearen Optimierungsproblem,
NEQ  die Anzahl der nichtlinearen Gleichungsbeschréinkungen,
NIQ die Anzahl der nichtlinearen Ungleichungsbeschrinkungen,
NIT die Anzahl der Iterationen des SQP-Verfahrens NPSOL [51],
€OPT die Optimalitdtsgenauigkeit (optimality tolerance) von NPSOL (Kap. 7.3.3)
bzw. die Genauigkeitstoleranz des Newtonverfahrens in BNDSCO [101],
ENFT die Beschrinkungsgenauigkeit (nonlinear feasibility tolerance) von NPSOL (s. 7.3.3),
NZJ den Prozentsatz der von null verschiedenen Elemente der Jacobi-Matrix
im nichtlinearen Optimierungsproblem,
CPU  die benétigte reine Rechenzeit in Sekunden,
ERR den relativen Fehler im Zielfunktional in %,
EST den geschiitzten relativen Fehler im Zielfunktional in %
(Fehlerschitzung wg aus Kapitel 5.4),
AERR den absoluten Fehler im Zielfunktional,
AEST den geschiitzten absoluten Fehler im Zielfunktional
(Fehlerschitzung w aus Kapitel 5.4),
NK die Anzahl der Mehrzielknoten bei BNDSCO,
NDEQ die Anzahl der Differentialgleichungen im Randwertproblem,
NS die Anzahl der Schaltpunkte im Randwertproblem.

Alle Berechnungen wurden mit der Diskretisierung (DP2) bzw. (DAP2) und auf einer SUN
Sparc 2 Workstation mit 40 MHz in doppelter Genauigkeit (FORTRAN 77: double precision)
durchgefiihrt. Die relative Maschinengenauigkeit eyjacn betrigt 2.22 - 1071, Die angegebenen
Rechenzeiten beziehen sich auf die Verwendung des SUN {77 Compilers Version 1.4.
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Abbildung 8.1: Passagierflugzeug vom Typ Boeing 727.

8.2 Optimale Steuerung einer Boeing 727 beim Auftreten von Fall-
winden wihrend des Landeanfluges

Das plotzliche Auftreten von Fallwinden beim Landeanflug eines Passagierflugzeugs ist eine
Bedrohung fiir das Flugzeug und die Sicherheit der Insassen. Eine Landung ist meist nicht mehr
durchfiihrbar, vielmehr mufl der Pilot die Fallwinde zunéchst durchfliegen, bevor ein erneuter
Landeversuch unternommen werden kann. Von grofier Bedeutung sind daher Strategien fiir eine
optimale Steuerung beim Auftreten solcher Fallwinde, um einen mdglichst sicheren Durchflug
zu gewihrleisten. So kann man etwa die minimale Hohe {iber Grund wihrend des gesamten
Fluges durch die Fallwinde moglichst gro3 machen. Man gelangt so zu einem Minimaxproblem.
Die folgende Formulierung des Problems ist den Arbeiten von Bulirsch, Montrone, Pesch [27]
und Montrone [98] entnommen, wo auch die Losung des Minimaxproblems beschrieben ist.
Die Problemstellung selbst sowie eine Naherungslosung fiir das Minimaxproblem stammen von
Miele, Wang und Melvin [94], [95].

Die fiinf Zustandsvariablen sind die Reichweite x, die Hohe iiber Grund h, die Geschwindigkeit
v, die Bahninklination v und der Anstellwinkel c. Die Steuerung ist die zeitliche Anderung
des Anstellwinkels: v = ¢&. Die Gesamtzeit ¢; des zu untersuchenden Flugabschnittes betrégt
40 Sekunden. Die vorgegebenen Anfangs- und Endwerte der Zustandsvariablen sind

z(0) = O[ft],  =z(ty) ist frei,

h(0) = 600[ft],  h(ty) ist frei,

v(0) = 239.7[ft/s], v(ty) ist frei, (8.1)
y(0) = —0.03925[rad],  ~(t;) = 0.1297[rad],

a(0) = 0.1283[rad], alty) ist frei.



82 8 Probleme aus den Anwendungen

Es soll die minimale Hohe wihrend des gesamten Flugabschnittes

J[u] = min h(t) (8.2)

0<i<t;

maximiert werden.

Die Bewegung des Flugzeugs geniigt den Differentialgleichungen
& = wcosy+ Wi(x),

h = wsiny+ Wa(z,h),
T(v)

. D(v, _ . . _

b= cos(a+ ) — (;)1 a) _ gsiny — (W1 (x) cosy + Wa(z, h) sin 7) , (8.5)

o= ) sin(a + 0) + Lwao) g cosy + 1 (Wl(x) siny — Wa(z, ) cos 7) . (8.6)
mu mu v v

= u. (8.7)

Der Schub T wird dabei beschrieben durch

. + Bot, 0<t<tg,
T(w) = B(t)(Ao + Ao + ) mit B(t) = { fo fo e (8.8)
wobei
Bo =0.3825, By =02[s""] und t5=(1—B)/B = 3.0875[s]. (8.9)
Fiir die Luftwiderstandskraft D gilt
D(w,a) = 0.5Cp(a)pSv? (8.10)
mit Cp(a) = By+ Bia+ Byo?, (8.11)
p = 0.2203-1072[Ibs*ft™], S = 0.1560 - 10*[ft?]. (8.12)
Fiir die Auftriebskraft L gilt
L(v,a) = 0.5CL(a)pSv? (8.13)
. CO + 0104, « S Oy,
t = 14
o CL(a) { CO + 010[ + 02(a - a/*)Q’ Qe S « S Omax; (8 )
a, = 12[deg] = 0.20943951[rad], @uax = 0.3002[rad]. (8.15)

Fiir die Kriifte des Fallwindmodells gelten (fiir eine Héhe im Bereich A < 1000]ft]) die Bezie-
hungen

—50 + az® + bat, 0 <z< 500,
(z — 2300)/40, 500 <z < 4100,
— 1
Wi(z) 50 — a(4600 — z)® — b(4600 — z)*, 4100 <z < 4600, (8.16)
50, 4600 <z,
(dz® + ex?), 0 <z< 500,
h (=51 exp(—c(z — 2300)%)), 500 <z < 4100,
h) = —- = 1
Walz, h) 1000 | (d(4600 — )3 + e(4600 — z)*), 4100 <z < 4600, (8.17)

0, 4600 < z.
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Abbildung 8.2: Horizontale und vertikale Windstérken Wi (x) und Wy (z, 1000).

Fiir die Konstanten gilt (vgl. [98])

+3.2172 - 10'[ft s 2], mg = 150000[Ib],
= 2[deg] = 0.034906585[rad].

Ay = +0.4456 - 10°[Ib], By, = +0.15523333333,

A = —0.2398-10%Ibsft™!], B, = +0.1236914764[rad™"],

Ay = 40.1442-10"'[Ibs*ft 7], By, = +2.420265075[rad ?],

Cy = +0.7125, a = +6-1078s7'ft 7,

C, = +6.087676573[rad™ "], b = —4-107M[s7 M7, (8.18)
Cy, = —9.027717451[rad™?], ¢ = —In(25/30.6)- 10 2[ft™],

d = —8028808625-10"%[s"'ft™?], e = +6.280834899-10"'![s~'ft™?],

g

)

Ferner sind die Steuerbeschrinkung

[u(t)] < Umax = 0.05236[rad] (8.19)
sowie die Zustandsbeschrankung

la(t)] < amax = 0.3002[rad] (8.20)

zu beriicksichtigen.
Zur Riickfiihrung des Minimaxproblems auf eine Optimalsteuerungsaufgabe mit Mayerschem
Funktional wird ein konstanter Steuerparameter p fiir die minimale Hohe eingefiihrt

p = min h(t). (8.21)

0<t<t;

Dadurch erhélt man eine weitere Zustandsbeschriankung
h(t)—p >0, 0<t<ty. (8.22)
Das zu minimierende Zielfunktional lautet somit

Ju,p] = —p. (8.23)
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In [27] bzw. [98] wurde das Problem numerisch mit der Mehrzielmethode (Kap. 2.1) gelost:

Nach der Herleitung der notwendigen Bedingungen wurde zunichst eine Starttrajektorie kon-
struiert, d. h. es wurden geeignete Randwerte fiir die adjungierten Variablen sowie eine Steue-
rung bestimmt, mit denen die Losung des Anfangswertproblems, bestehend aus Bewegungs-
und adjungierten Differentialgleichungen, moglich war, die aber noch nicht alle vorgeschriebe-
nen Anfangs- und Endwerte der Zustandsvariablen erfiillte.

Ausgehend von dieser Starttrajektorie wurde mit einer ausgefeilten Fortsetzungstechnik (Ho-
motopie) zunéchst ein vereinfachtes Problem geldst: Die Beschrinkungen fiir & und A blieben
unberiicksichtigt und das Funktional

i = | 7 (ha — h())° dt (8.24)

ersetzte als Naherung das Minimaxkriterium (8.23), wobei die Referenzhéhe hg konstant ist.
Sukzessive wurde die Zustandsbeschrinkung fiir a eingefiihrt und schliefllich mit einer letzten
Homotopie diese Ndherung in die Losung des Minimaxproblems unter Beriicksichtigung der
Hohenbeschrinkung (8.22) tiberfiihrt.

Wihrend des gesamten Losungsvorganges mufite eine Folge verwandter Mehrpunktrandwert-
probleme (die sich aus notwendigen Bedingungen ergaben) gelést werden, wobei sich die Schalt-
strukturen von Steuer- und Zustandsbeschréinkungen (einschliefllich des Auftretens von Berei-
chen mit singulérer Steuerung) sehr hiufig dnderten [27]. Vor der Losung eines jeden Mehr-
punktrandwertproblems muflten die notwendigen Bedingungen, entsprechend dem jeweils be-
trachteten Zielfunktional, den jeweiligen Beschréinkungen und der angenommenen Schaltstruk-
tur, neu angepaft werden. Nach jeder einzelnen numerischen Lésung waren a posteriori Uber-
priifungen auf die Optimalitit der angenommenen Schaltstruktur notwendig.

Die numerische Durchfiihrung dauerte einige Wochen nach Konstruktion einer ersten Starttra-
jektorie (vgl. [27] und [98]).

Mit dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren DIRCOL kann dieses Minimaxproblem ein-
schlielich aller Beschrédnkungen direkt behandelt werden. Fiir das Problem liegen bereits nach
wenigen Stunden Arbeits- und Rechenzeit gute Ndherungslosungen vor (nach korrekter Pro-
grammierung der Bewegungsdifferentialgleichungen und Beschrinkungen). Das Konvergenzver-
halten von DIRCOL (bei Verwendung der automatischen Skalierungsoption aus Kapitel 7.1.5)
ist in Tabelle 8.1 protokolliert. Dabei sind dquidistante Gitterpunkte verwendet worden. Als
Starttrajektorien werden fiir die Zustandsvariablen lineare Interpolationen von Anfangs- und
Endwerten gewéhlt. Dazu werden die Schitzungen z(t;) = 8800[ft], h(t;) = 850[ft], v(t;) =
170[ft/s], a(ty) = 0.178[rad] und als Anfangsschitzung fiir die Steuerung u(t) = 0 verwendet.

In den Abbildungen 8.3 und 8.4 sind die mit DIRCOL berechneten L&sungen sowie zum
Vergleich die Losungen aus [27] bzw. [98] dargestellt. Die Hohenbeschrinkung (8.22) wird
nach einem Randstiick noch an einem Beriihrpunkt aktiv. Nach dem Beriihrpunkt (bei tg =
25.997328(s]) ist der weitere Verlauf der Trajektorie vom Optimierungsproblem entkoppelt und
allein durch die Bedingung an 7(¢;) nicht mehr eindeutig festgelegt. Dies verursacht die irrele-
vanten Abweichungen fiir £ > tg. Die scheinbaren Unterschiede in den adjungierten Variablen
lings aktiver Zustandsbeschrinkungen werden in Kapitel 5.2 ndher erldutert.
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Abbildung 8.3: Optimaler Hohenverlauf A(t) iiber der Reichweite x(¢)

(direktes Kollokationsverfahren (

_____ ), Mehrzielverfahren (

10000.00

))-

Tabelle 8.1: Konvergenzverhalten fiir die (einphasige) Berechnung des Fallwindproblems mit

DIRCOL (min{h(t) : ¢ € [0, ;]} = 502.15627829[ft] nach [27], [98]).

NG | NY | NEQ | NIQ | NIT | €opr | exer | NZJ | CPU | minh(t) ERR
7| 38 30 7 19 | 1.E-4 | 1.LE4 | 31.7% 8 | 498.826073 | 0.66%
211122 | 100 21 2 | 1.E-5 | 1.LE-5 | 10.4% 42 | 498.819277 | 0.67%
41 1 242 | 200 41 23 | 1.LE-6 | 1.E-8 | 5.3% | 659 | 501.876794 | 0.06%
91 | 542 | 450 91 18 | 1.E-6 | 1.LE-8 | 2.4% | 5567 | 502.226998 | 0.01%
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Abbildung 8.4: Losungskurven des direkten Kollokationsverfahrens (—-—-— ) und des Mehr-
zielverfahrens (———) fiir das Fallwindproblem

(Abweichungen fiir t > tg = 25.99... sind irrelevant; Abweichungen in den
adjungierten Variablen ldngs aktiver Zustandsbeschriankungen wegen unter-
schiedlicher Ankopplung der Beschréinkungen (s. Kapitel 5.2)).
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Abbildung 8.5: Hingegleiter im Flug.

8.3 Reichweitenmaximaler Flug eines Hingegleiters bei Aufwind

Es wird ein zweidimensionaler Flug eines Hingegleiters in der Vertikalebene betrachtet [28],
[100]. Die vier Zustandsvariablen sind die horizontale Reichweite z, die Flughshe y sowie die
absolute horizontale und die vertikale Geschwindigkeitskomponente v, bzw. v,. Die Steuerung
ist der Auftriebsbeiwert c;. Die Bewegung wird durch die Differentialgleichungen

T = U,

y = Uy,

vy = (—Lsinnp— Dcosn)/m,

vy, = (+Lcosn— Dsinn—mg)/m

beschrieben. Dabei ist die Luftauftriebskraft L durch

Llcp, 2, v5,v,) = 05¢c,pSv? mit v, = o2+ (v, — ua(z))’ (8.29)
und die Luftwiderstandskraft D durch
D(cr,z,v5,v,) = 05cp(e) pSv? mit c¢p = cpo+ ke, (8.30)

also mit einer quadratischen Polaren cp(cr), gegeben. Die Werte der Konstanten betragen
cpo = 0.034, k = 0.069662, m = 100 [kg] (Masse von Pilot und Hingegleiter), S = 14 [m?]
(Segelfliche), p = 1.13 [kg m?] (Luftdichte in einer Héhe von 1000m iiber dem Meeresspiegel
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bei Standarddruck und -temperatur), g = 9.80665 [ms?] (Gravitationskonstante). Der Winkel
n ist die Summe von Anstell- und Bahnneigungswinkel

n = arctan (LUA(QC)), (8.31)
’U.:C
also sinn = (v, — ua(z))/v, und cosn = v,/v,. Der Aufwind héngt von der horizontalen

Reichweite ab

ua(Z) = Ui max EXP (— (“T _R$A°)2> (1 - (x —Ron)2> . R =100 [m]. (8.32)

Die maximale Aufwindgeschwindigkeit ist uamax = 2.5 [ms™!]. Fiir 249 werden die Werte
z 0 = 350m (vgl. [28], [100]) und 250m untersucht. Zusétzlich ist der Auftriebsbeiwert durch

¢ < Chmax Mit Cpmax = 1.4 (8.33)

beschriankt. Die Randbedingungen lauten

z(0) = 0[m], z(ty) ist frei,

y(0) = 1000[m], y(ts) 9000[m], .30
v:(0) = 13.2275675[m/s], v(ty) = 13.2275675[m/s], '
v, (0) = —1.28750052[m/s],  w,(t;) = —1.28750052[m/s].

Der gegebene Hohenunterschied soll nun so genutzt werden, dafl die horizontale Reichweite
maximiert, d. h.

Jen,ty] = —alty) (8.35)

minimiert wird. Die vorgeschriebenen Geschwindigkeiten zu Beginn und Ende des untersuchten
Flugabschnittes sind dabei die sogenannten McCready-Geschwindigkeiten des besten Gleitens.
Die Gesamtdauer ¢ des Fluges ist nicht vorgeschrieben.

Bei der numerischen Losung des Problems mit Hilfe der Mehrzielmethode stellte sich die Kon-
struktion einer Starttrajektorie als sehr schwierig heraus [100]. Eine erste Version des in dieser
Arbeit entwickelten Algorithmus DIRCOL wurde in [100] zur erfolgreichen Berechnung einer
Startndherung fiir Zustands- und adjungierte Variablen bei einem Hohenunterschied von 10m,
keinem Aufwind (u4 = 0) und den modifizierten Randbedingungen v,(0) = v,(t;) = —10,
v5(0) = v,(ty) = —1 verwendet. Ausgehend von dieser Losung wurde die Mehrzielmethode in
Verbindung mit einer Homotopietechnik angewandt, um die Losung des urspriinglichen Pro-
blems zu erhalten.

Der Ubergang vom direkten Kollokationsverfahren DIRCOL zur Mehrzielmethode ist auch bei
der vollen Hohendifferenz von 100m sowie einem maximalen Aufwind von %4 max = 2.0 [ms’l]
ohne Beriicksichtigung der Beschrinkung (8.33) erfolgreich (s. [28]). Die Steuerung cy, erreicht
dabei maximale Werte von 2.41, welche den zulédssigen Wert von 1.4 stark iiberschreiten. Zur
Lésung des urspriinglichen Problems war wiederum eine Homotopietechnik verwendet worden.
Die Steuerbeschrinkung ist bei der optimalen Losung entlang eines Randstiickes aktiv.

Die Losung des gesamten Problems und der Wechsel zur Mehrzielmethode ist mit dem ent-
wickelten Verfahren DIRCOL sofort erfolgreich durchfiihrbar. Die rechen- und arbeitsintensive
Homotopietechnik bei der Mehrzielmethode kann vollsténdig entfallen. Zur Demonstration wer-
den zwei Probleme gelost:
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1.) Das urspriingliche Problem mit x40 = 350m sowie

2.) ein modifiziertes Problem mit z 49 = 250m.

Wegen der Sensitivitidt des Problems kann das volle Problem auch mit dem direkten Kollokati-
onsverfahren nicht sofort gel6st werden. Auch hier ist eine Homotopie notwendig, die aber im
Vergleich zum Mehrzielverfahren relativ schnell und problemlos durchgefiihrt werden kann:

Ausgehend von der unbeschrinkten Losung aus [28] fiir eine Hohendifferenz von 100m und
einen maximalen Aufwind von usmax = 2.0 [ms '] wird mit dem direkten Kollokationsver-
fahren zunéchst die Steuerbeschriankung in Schritten von —0.1 sukzessive vom unbeschrinkten
Problem (cf, max = 2.416) auf ¢, max = 1.4 verringert. Anschlieend erhtht man u 4 pax in Schrit-
ten von ca. 0.05 von 2.0 auf 2.5. Dabei werden jeweils zwischen 40 und 47 nichtidquidistante
Gitterpunkte verwendet.

Die Schaltstruktur der Steuerbeschrinkung wird im letzten Optimierungslauf beriicksichtigt
und die Lage der beiden Schaltpunkte wird optimiert. Dazu mufl das Problem als dynami-
sches System mit drei Stufen bzw. Phasen formuliert werden (vgl. Kapitel 1.2): E(1) = 0,
E(2) = tein, E(3) = taus, E(4) = t;. Als zusitzliche Bedingungen werden die Stetigkeit der
Zustandsvariablen bei tg,, ta.s SOWie

CL(tein_O) = CL,max; CL(taus+0) = CL,maxa und CL(t) = CL,max: le [tein;taus] (836)

verlangt. Bei der Losung des zweiten Problems kann entsprechend vorgegangen werden.

Fiir das zweite Problem liegen auch Referenzwerte von Betts [11] vor, die mit dessen direk-
ter Transkriptionsmethode und einem speziellen, strukturausniitzenden nichtlinearen Optimie-
rungsverfahren [10] berechnet worden sind.

Die Ergebnisse zeigen, daf fiir beide Probleme sehr gute Approximationen der Lésungen mit
DIRCOL erhalten werden. Durch die Einbeziehung der Schaltstruktur kann die Genauigkeit der
Losung bei etwa gleicher Dimension des resultierenden nichtlinearen Optimierungsproblems um
eine Dezimalstelle verbessert werden. Der Vergleich mit den Ergebnissen von Betts zeigt, dafl
die Beriicksichtigung der Schaltstruktur in der Optimierung vergleichbare Ergebnisse liefert
wie bei Verwendung extrem vieler Gitterpunkte. Eine genauere Approximation der Losung
wird mit dem direkten Kollokationsverfahren nur unter Verwendung analytischer Gradienten
statt numerischer Differenzenquotienten zu erreichen sein.

Die Losungen fiir das urspriingliche Problem mit x40 = 350m sind in Abb. 8.6 grafisch darge-
stellt. Dabei sind die beiden Schaltpunkte mit vertikalen gepunkteten Linien gekennzeichnet.
Die adjungierte Variable \,(t) ist konstant gleich —10.273834758 ... und ist nicht dargestellt.
Die berechneten diskreten Schitzwerte von \,(¢) zu den Zeitpunkten ¢;,1/; sind alle auf minde-
stens (!) 5 Dezimalstellen genau. In den Losungskurven sind im Rahmen der Zeichengenauigkeit
keine Unterschiede zwischen den Losungen des direkten Kollokationsverfahrens und der Mehr-
zielmethode mehr erkennbar.
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In den Tabellen bedeuten

J ¢ den Wert des Giitekriteriums (die erreichte Reichweite z(tf)),
lf die Gesamtdauer des Fluges,
Lein den Aufsprungpunkt auf die Steuerbeschriankung,
taus den Absprungpunkt von der Steuerbeschrinkung.
Tabelle 8.2: Ergebnisse fiir das originale Problem mit x 4o = 350m.
Phasen NG J AERR | AEST tr tein taus
1 47 1247.59714 | 0.00657 | 0.00180 | 98.373392 | 23.39041 | 32.77331
3 21/17/47 | 1247.60220 | 0.00151 | 0.00176 | 98.380152 | 23.31996 | 33.24129
NK J tf Lein Laus
35 1247.60371 98.379934 | 23.30136 | 33.24999
Tabelle 8.3: Ergebnisse fiir das zweite Problem mit x40 = 250m
(™ von Betts [11] angegebene Fehlerschiitzung).
Phasen NG J AERR AEST 17 tein taus
1 47 1247.98722 | 0.04381 0.2615 98.426794 | 16.68976 | 25.48933
1 81 1248.02911 | 0.00192 0.000622 98.440061 | 15.70092 | 25.28412
3 19/15/51 | 1248.03063 | 0.00041 0.000437 98.437429 | 15.77673 | 25.70998
Betts | 373 [ 1248.03104 | -1.E-5 [ 0.5073E-08* | 98.4370 | 15.7985 | 25.6346
NK J tf tein taus
35 1248.03103 98.436990 | 15.76615 | 25.71478
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Abbildung 8.6: Losungskurven des direkten Kollokationsverfahrens (———) und des Mehr-
zielverfahrens (— — —) fiir das originale Problem mit z 49 = 350m im Vergleich.

Die Gitterpunkte fiir die feinste Diskretisierung (mit Einbeziehung der beiden
Schaltpunkte) sind in der Grafik fiir v, durch kleine Kreise markiert.
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8.4 Optimale Steuerung des Industrieroboters Manutec r3

Moderne Roboter werden heute sehr effektiv zur Losung unterschiedlicher mechanischer Auf-
gaben nicht nur in der industriellen Fertigung sondern auch in der Raumfahrt eingesetzt. Ein
wichtiger Aspekt hierbei ist die optimale Bewegung der Roboterarme. Diese wird durch die elek-
trischen Spannungen in den Motoren der einzelnen Gelenke gesteuert, die iiber den Zeitraum
der Bewegung angelegt werden. Die Berechnung dieser Steuerungen im Hinblick auf Zeit- oder
Energieminimalitét oder andere Kriterien mit Hilfe der in dieser Arbeit entwickelten Methode
soll hier am Beispiel eines realen Industrieroboters dargestellt werden. Typische Aufgabenstel-
lungen sind etwa Punkt-zu-Punkt-Bahnen mit vorgegebener Anfangs- und Endstellung (etwa
beim Transport eines Werkstiickes) oder die Verfolgung vorgeschriebener Bahnen mit vorge-
schriebenen Geschwindigkeiten (etwa beim Schweiflen).

Ein Charakteristikum dynamischer Robotermodelle ist die spezielle Struktur der Differenti-
algleichungen (Mehrkérpersysteme, meist in Minimalkoordinaten), die aufgrund ihrer hohen
Komplexitét oft nur mit Hilfe spezieller numerisch-symbolischer Algorithmen der Mechanik auf-
gestellt werden konnen (s. z. B. ADAMS [103], DADS [59], NEWEUL [124], SIMPACK [116],
MESA VERDE [151], Uberblick bei Schiehlen [123]). Zudem miissen die berechneten Bewe-
gungen zahlreiche Beschréinkungen einhalten, um realisiert werden zu konnen. Die konkrete
Aufstellung der notwendigen Bedingungen, denen eine optimale Losung geniigen mufl (Kapi-
tel 4.1), sowie deren numerische Losung mit der Mehrzielmethode (Kapitel 2.1) wird hierbei
durch

1) die hohe Komplexitét des hdufig nicht explizit gegebenen Modells,

2) die Bestimmung der a priori nicht bekannten, aber, wie die Ergebnisse zeigen, hiufig
komplizierten Schaltstruktur der Steuer- und Zustandsbeschriankungen,

3) sowie die Bestimmung einer Anfangsschéitzung der adjungierten Variablen, fiir die a
priori bei Punkt-zu-Punkt-Bahnen keinerlei Information iiber ihre Gréflenordnungen be-
kannt ist,

enorm erschwert. In diesem Kapitel wird nun gezeigt, dafl einerseits die Nachteile bei der Ver-
wendung der Mehrzielmethode durch die Kombination mit der direkten Kollokationsmethode
iiberwunden werden konnen und dafl andererseits die direkte Kollokationsmethode selbst ro-
bust und genau genug ist, um als Werkzeug zur Bahnplanung von Industrierobotern eingesetzt
werden zu kénnen. Die berechneten Bahnen kénnen am realen Roboter implementiert werden.

Das hier verwendete, realititsnahe Modell des Manutec r3 Roboters stammt von Otter und
Tiirk und wird in [104] beschrieben. Neben der strukturellen Modellierung der Dynamik haben
Otter und Tiirk zur Bestimmung spezieller Daten des Roboters (u.a. der Trigheitsmomente)
diesen zerlegt und im Labor vermessen.

Der Manutec r3 Roboter besitzt 6 Gelenke, es sind jedoch im wesentlichen die ersten drei Ge-
lenke (s. Abb. 8.8) fiir die Positionierung und die weiteren drei Gelenke fiir die Orientierung des
Endeffektors verantwortlich [104]. Zur Untersuchung optimaler Roboterarmbewegungen werden
daher in diesem Abschnitt die iiblicherweise untersuchten ersten drei Freiheitsgrade herangezo-
gen. Zeitoptimale Bahnen in 6 Freiheitsgraden werden in Kapitel 8.5.3 untersucht.
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Abbildung 8.7: Der Roboter Manutec r3 (im Labor des Lehrstuhls fiir elektrische Antriebs-
technik der Technischen Universitit Miinchen).

Abbildung 8.8: Drei Freiheitsgrade im DLR Modell 2 des Roboters Manutec r3.
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Das dynamische Verhalten des Roboters wird durch ein System von Differentialgleichungen
zweiter Ordnung beschrieben

M(q(t)) - 4(t) = D-ult)+x*(4(t),q(t) + x*(a(t), t€[0,¢]. (8.37)

Dabei sind die Zustandsvariablen die relativen Winkel ¢ = (q(t), g2(t), g3(t))T zwischen den
Armen, die Steuervariablen u = (u;(t), us(t), u3(t))T die normalisierten Momentensteuerungen.
Ferner ist D = diag(—126.0,252.0,72.0)[Nm/V] eine konstante Diagonalmatrix, M(q) ist die
positiv definite und symmetrische (3 x 3)-Matrix von Triigheitsmomenten, x%(4(t), ¢(t)) sind die
durch Coriolis- und Zentrifugal- und x9(¢(t)) die durch Gravitationskrifte bedingten Momente.
Je nach Art der untersuchten Bewegung kann die Endzeit ¢y frei oder fest vorgeschrieben sein.
Die komplette Beschreibung des dynamischen Modells (8.37) ist in [104] gegeben. Um einen
Eindruck von der Komplexitit des Modells zu vermitteln, soll hier nur die Struktur des ersten
Elements der Massenmatrix M angegeben werden:

Mii(q) = ci(sin(ge +g3))° + c2sin(gz + g3) sin(g)
+03 (sin(qg))2 + ¢y (COS(QQ + Q3))2 + Cs (COS(QQ))2 + Cg. (838)

Dabei sind ¢; = const, 1 = 1,...,6. Ferner gilt
3

3
k=1

Zur Untersuchung des dynamischen Verhaltens kann man nun entweder das mit einem speziellen
Algorithmus in FORTRAN 77 erstellte Unterprogramm R3M2SI [104], das in effizienter Form
die rechte Seite von § = M 1(Du + x¢ + x9) auswertet, oder die mit Hilfe des symbolischen
Rechensystems REDUCE erzeugten Formeln aus dem Anhang von [104] verwenden.

(8.40)

Die Bewegungen des Roboters, der Lasten bis zu 15 kg tragen kann, miissen achtzehn Be-
schriankungen erfiillen [104]:

e Steuerbeschrinkungen an die maximalen Momentensteuerungen

‘U,z(t)| S Ui max = 75[V], i:1,2,3, (841)

e Zustandsbeschrankungen an die Winkel

i (t)] < 2.97[rad],
lg2(t)] < 2.01[rad], (8.42)
lgs(t)] < 2.86[rad],

e und Zustandsbeschrénkungen an die Winkelgeschwindigkeiten
lg1(¢)] < 3.0[rad/s],
AG] 1.5[rad/s], (8.43)
lgs(t)| 5.2[rad/s].

Die numerischen Ergebnisse zeigen, dafl die Beschrinkungen der Winkelgeschwindigkeiten bei

<
<

einer zeitminimalen Bewegung des Roboters sehr hiufig aktiv werden und deshalb eine wichtige
Rolle spielen.
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8.4.1 Zeit- und energieminimale Punkt-zu-Punkt-Bahnen

Bei Punkt-zu-Punkt-Bahnen sind Anfangs- und Endstellung, sowie auch meist die Anfangs-
und Endgeschwindigkeiten, vorgeschrieben:

q(0) =q, q(ty)=qr ¢0)=4qo, q4(ty)=dqy- (8.44)

In dieser Arbeit werden die am haufigsten auftretenden, stationéren Randbedingungen unter-
sucht, d.h. go = ¢y = 0.

Als Giitekriterien fiir optimale Bewegungen werden die Zeitminimalitéit
Jilu,tf] == ty — min!, (8.45)

die Energie- oder Kraftminimalitét

Tolu] = /Oth(ui(t))Zdt s min! | (8.46)

und die Verbrauchsminimalitét (vgl. Abschnitt 4.1.3. bei Pfeiffer und Reithmeyer [107])

Jolu] = /Oth(qi(t)ui(t))th ~ min! (8.47)

untersucht. Bei den Giitekriterien J; und J; mufi die Endzeit t; jeweils vorgeschrieben bzw.
nach oben beschriankt werden, um industriell verwertbare Losungen zu erhalten. Eine nicht-
beschriankte Endzeit tendiert sonst bei diesen Kriterien dazu, beliebig grof§ zu werden. Dieser
Sachverhalt wird durch den folgenden Satz prizisiert:

Satz 8.1 Fiir den n-achsigen Modellroboter (M =1, D =1, x*=0, x? =0)
Q) = u(t) mit g(0)=0, 4(0) =0, alt)=g;#0, dlt) =0  (3.48)
existiert bei freier Endzeit t; keine energieminimale Steuerung.

Beweis: Nach der Transformation auf ein System erster Ordnung in Mayerscher Form
n
. . . . 2 .
i = Tnaiy, Tpei=U;, 1=1,...,n, Zopi1 = Zuj, Ton+1(ty) — min!
Jj=1

kann Satz 4.2 angewandt werden. Die Hamiltonfunktion lautet dann

H =Y Nnyi+ Y Angithi + Aong1 (Z u?) .

i=1 i=1 j=1

Die adjungierten Differentialgleichungen sind

\i = —0H/dz; = 0 = \(t) = const.,
Angi = —OH[0x,1; = —Xi = Agilt) = —Nit+c, (8.49)
Aong1 = 0, Agpya(ty) = 1 = A1 = L

Die Steuerungen erscheinen nichtlinear in H, folglich muf}

0H

J
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gelten. Die Legendre-Clebsch Bedingung ist wegen

0’H { 2, i=j ( 0’H
= =

— -/ ositiv definit
O0u,;0u; 0, 1#] auiauj)z’,j:l,...,n P

immer erfiillt. Fiir die Hamiltonfunktion am Endzeitpunkt gilt nun einerseits

n n

H(ty) = Z)\i(tf)'0+Z(—2Ui(tf))ui(tf)+§:U§(tf) = _éu?(tf) < 0.

i=1 i=1 j=1

Andererseits muf bei freier Endzeit H (t;) = 0 gelten, somit folgt weiter

H(tf) =—-2i u?(tf) =0 = ul(tf) =0,72=1,...,n
= )\n+i(tf) =0 = Cz:/\itfa 1=1,...,n
= Anti(t) = Nty — 1) = w(t)=N({t—tp)/2,i=1,...,n
= Tnypi(t) = Nt —t5)? /4 + d;, i=1,...,n,
ﬂin_,_i(tf) = = d;=0,1=1,...,n,
ﬂfn_,_z((]) = = N=0,1=1,...,n,
= Mi=0, 4, =0, 2,4, =0, 1=1,...,n
= x;=const.,;, 1=1,...,n,

(8.51)

(8.52)

(8.53)

was im Widerspruch zu den Randbedingungen x;(0) # z;(¢s) steht. Das Problem der energie-

minimalen Steuerung des Modellroboters hat folglich bei freier Endzeit keine Lsung.

Falls n = 1 und die Endzeit ¢; vorgeschrieben ist, so gilt aulerdem

tf2

t
/Ofuiptimal(t)dt = 64¢7/t}, d.h. /0 Uopima(t) dt — 0 fiir ¢; — oc.
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8.4.2 Berechnung durch Kombination von direkter Kollokations- und Mehrziel-
methode

Zur Anwendung der numerischen Verfahren sowie zur Herleitung der notwendigen Bedingungen
(Kapitel 4.1) wird eine formale Transformation des Systems zweiter Ordnung (8.37) auf die
Standardform erster Ordnung (1.1) durchgefiihrt. Mit der Notation

T = (3:1, xQ)T = (371, s 73:6)T7 xl = (q15 g2, q3)T7 xQ = ((jla q.2: %)T (854)

lautet das resultierende System von Differentialgleichungen erster Ordnung

T1 = ¢ 3l !

Ta = (2 T2 = Ts = 552,

I e (8.55)
Ty = 1 Ty

Ts = Go s | = M7(z!) (Du + x4(zt, 2?) + Xg(xl)) :

Te = 3 Tg

Die Funktionale Jo und J; werden durch Einfiihrung einer weiteren Zustandsvariablen x; auf
Mayersche Form (1.5) transformiert

o= { ?i EZZE?()t)’ui(t))Q, jz jz: , z7(0) =0, = Ju] =z7(t;) — min!  (8.56)

Am Beispiel einer zunéchst einfach erscheinenden Bewegung mit einer Last von 0 kg,

0.00 1.00
q(0) =] =150 |, q(ty)=] —-1.95 |, 4¢(0)=0, 4g(t;)=0, (8.57)
0.00 1.00

die in etwa einer Vierteldrehung entspricht, wird nun u. a. demonstriert, dafl

e die Kombination von direkter Kollokationsmethode und Mehrzielverfahren ein sehr effizi-
entes hybrides Verfahren ist, das die eingangs dieses Kapitels erwihnten Nachteile 2) und
3) der Mehrzielmethode iiberwinden kann, und daf

e selbst einfach erscheinende Bewegungen sehr komplizierte Schaltstrukturen bei zeitmini-
maler Bewegung enthalten kénnen.

Die Vorgehensweise ist in Abb. 8.9 dargestellt: Das direkte Kollokationsverfahren DIRCOL
wird mit den Anfangsschitzungen §;(t) = q(0) + (t/%7)(q(ts) — q(0)), ¢(t) = 0, @(t) = 0,
i = 1,2,3,t € [0,%;], und einer geschiitzten Endzeit von ¢; = 1[s|] gestartet und berechnet
eine gute Ndherung der optimalen Losung einschliefllich der adjungierten Variablen und der
Schaltstruktur. Ausgehend von dieser Nidherungslosung wird die Mehrzielmethode (Programm
BNDSCO [101]) zur Losung des Mehrpunktrandwertproblems der notwendigen Bedingungen
angewandt.

Eine Diskussion und Formulierung der notwendigen Bedingungen, denen optimale Bahnen
geniigen miissen, findet man bei Pesch, Schlemmer, von Stryk [106], Schlemmer [129] und von
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Hybride Methode

' » Grob“-Optimierung Symbolische Berechnungen
IDirekte Kollokation] MAPLE

| |
| l |
: Schatzungen von Hamiltonfunktion & :
q(t),q(t),u(t), tr, Ag(t), Ag(2), armiontuniion.
: und der Schaltstruktur und OH/0q;, OH/0g;, ... :
\ /
! »Fein“-Optimierung !
| | Mehrzielmethode | |

sehr genaue, optimale Losung

Abbildung 8.9: Kombination von direkten, indirekten und symbolischen Verfahren.

Stryk, Schlemmer [141]. Schlemmer hat dabei in [129] explizit die notwendigen Bedingungen
mit Hilfe des symbolischen Rechenverfahrens MAPLE (Char et al. [30]) in Form von Unterpro-
grammen in FORTRAN 77 aufgestellt. Das resultierende Unterprogramm fiir die Inverse der
Massenmatrix M ! ist dabei ca. 630 Zeilen und fiir die adjungierten Differentialgleichungen
ca. 3350 Zeilen lang (nach verschiedenen Optimierungschritten in MAPLE zur Vereinfachung
der Formeln). Die Unterprogramme von Schlemmer [129] werden zur Losung des Mehrpunkt-
randwertproblems der notwendigen Bedingungen mit dem Mehrzielverfahren verwendet.

Fiir mehr als drei Freiheitsgrade kann es effizienter sein, automatische Differentiation zur Aus-
wertung partieller Ableitungen (u.a. bei der Formulierung der adjungierten Differentialglei-
chungen) zu verwenden (Griewank [53]).

Zuerst wird die zustandsbeschrinkte, zeitminimale Bewegung bei einer Last von 0 kg unter-
sucht. Eine erste Losung fiir 7 dquidistante Gitterpunkte wird sukzessive bis zu einer Losung
mit 81 Gitterpunkten verfeinert. Das Konvergenzverhalten ist in Tabelle 8.4 wiedergegeben
(wobei mit der automatischen Skalierungsoption aus Kapitel 7.1.5 gerechnet worden ist). Die
jeweils giiltigen Ziffern im Zielfunktional ¢; sind dabei markiert.

Tabelle 8.4: Konvergenzverhalten fiir die zustandsbeschrénkte, zeitminimale Bewegung
bei einer Last von 0 kg.

NG| NY[NEQ][NIT [ copr | exsr | NZJ [ CPU t

7 58| 42| 162 | LE-3|1.E-3[333% | 75] 056901402
13| 118| 84| 6|1E4|1E4|17.1% | 43 |0.49689417
21| 198| 140| 9| 1.E5|1E-6|10.4% | 145 |0.49574811
47| 458 | 322| 6 |1E-6|1E-8| 45% | 960 | 0.49521483
81| 798| 560 | 6|1.E6|1E8| 2.6% | 5248 |0.49523283
NK [ NDEQ| NS[NIT [ eopr | - ~[cpu t

15 19 8| 14|1E8| - — | 393 ] 0.49518904

Nach der Berechnung der zeitminimalen Bewegung werden energie- und verbrauchsminimale
Bahnen zu einer fest vorgeschriebenen Endzeit berechnet, die nur 10-15 % langsamer ist als die
minimale Zeit mit dem Effekt, dafl die Beschriankungen der maximalen Winkelgeschwindigkeiten



8.4 Optimale Steuerung des Industrieroboters Manutec r3 99

nicht mehr aktiv werden. Hier wird ¢; = 0.530[s] gew#hlt, was eine etwa 7 % langsamere
Verfahrzeit bedeutet.

Schliefllich wird noch die zeitminimale Bahn ohne Beriicksichtigung der Zustandsbeschrin-
kungen berechnet, um deren Auswirkungen zu untersuchen. Die resultierende Verfahrzeit ist
nochmals 10 % schneller, verletzt aber alle drei Beschrinkungen der Winkelgeschwindigkeiten
Gi(t), 1 =1,2,3, und die Beschrinkung an g,(t).

Bemerkung 8.2 Die Beschrinkungen an die Winkel, die Winkelgeschwindigkeiten und die
Momentensteuerungen werden im nichtlinearen Optimierungsproblem als einfache untere und
obere Schranken behandelt (s. Kapitel 7.1.3). Es treten daher als nichtlineare Beschriinkungen
im Optimierungsproblem nur Gleichungsbeschrinkungen auf (Tabelle 8.4).

Bemerkung 8.3 Um jederzeit die zeitminimale mit der energieminimalen Bahn vergleichen
zu koénnen, wurde eine siebte Zustandsvariable z7; in den Berechnungen verwendet. D.h. die
Rechenzeiten in Tabelle 8.4 sind tatsdchlich kleiner als die angegebenen, wenn z; bei der Be-
rechnung der zeitminimalen Bewegung nicht verwendet wird.

Bemerkung 8.4 Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, dafl die Anzahl der Iterationen des
SQP-Verfahrens nicht mit der Anzahl der Freiheitsgrade des nichtlinearen Optimierungspro-
blems wéchst. Der z.T. enorme Zuwachs an Rechenzeit wird dadurch bedingt, daf§ die diinn-
besetzten und strukturierten Gradienten und Jacobi-Matrizen (vgl. Kapitel 7.2) noch nicht
effizient behandelt werden. Durch geeignete Ausniitzung dieser Strukturen kann die Effizienz
des gesamten Verfahrens noch erheblich gesteigert werden (s. Betts, Huffman [10] und Gill [47]
fiir einige Ansétze).

Beim Ubergang vom direkten Kollokationsverfahren zum Mehrzielverfahren wird die Schalt-
struktur, d.h. Anzahl und Art der Schaltpunkte, anhand der Loésung mit 81 Gitterpunkten
geschitzt. Allein mit dieser Schitzung sowie den geschétzten Zustands- und adjungierten Va-
riablen des direkten Kollokationsverfahrens kann das Mehrzielverfahren erfolgreich die Losung
des Mehrpunktrandwertproblems der notwendigen Bedingungen berechnen. Die Losungen bei-
der Verfahren sind in Abbildung 8.12 (bzw. Abbildung 8.13) dargestellt.

Die geschitzten sowie die genauen Lagen der Schaltpunkte sind in Tabelle 8.6 (bzw. Tabelle 8.7)
aufgefiihrt. Das qualitative Verhalten der Schaltstruktur wird in Abbildung 8.10 (bzw. Abbil-
dung 8.11) dargestellt. Eine aktive Zustandsbeschrinkung an ¢; oder ¢; legt die entsprechende
Steuerung u; als ,Randsteuerung® im Sinne einer Steuerung auf dem Rande des Zustandsrau-
mes fest.

Die dreidimensionale Bewegung des Roboters gibt Abbildung 8.16 wieder.

Bemerkung 8.5 Das oszillatorische Verhalten der diskretisierten Steuerungen in Abbildung
8.12 (bzw. Abbildung 8.13) folgt aus dem oszillatorischen Verhalten der nur punktweise erfiillten
Zustandsbeschriankungen der Winkelgeschwindigkeiten ¢;. Tatséchlich ist die optimale Winkel-
geschwindigkeit ¢; nicht differenzierbar am Eintrittspunkt der Zustandsbeschrinkung ¢; max.
Die optimale Steuerung u; ist dort unstetig. Eine bessere Approximation der Losung ist also zu
erwarten, wenn beim direkten Kollokationsverfahren die Schaltstruktur in der Diskretisierung
beriicksichtigt wird. In Kapitel 8.4.3 wird exemplarisch fiir die zustandsbeschréinkte zeitmini-
male Bewegung bei einer Last von 0 kg gezeigt, wie die Beriicksichtigung der Schaltstruktur in
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der Diskretisierung zu einer sehr genauen und befriedigenden Losung fiihrt.

Bemerkung 8.6 Entlang aktiver Zustandsbeschrankungen unterscheiden sich in den Abbil-
dungen 8.12 und 8.13 die Schitzwerte der adjungierten Variablen wesentlich von den mit der
Mehrzielmethode berechneten Werten. Der Grund liegt darin, dafl die abgebildeten Schétzwerte
zu einer Hamiltonfunktion gehoren, bei der die nullten totalen Zeitableitungen der Zustands-
beschriankungen

—Gimax < Gi(t) < Gimax
an die freie Hamiltonfunktion angekoppelt worden sind, wihrend bei der Behandlung des Pro-
blems mit der Mehrzielmethode die ersten totalen Zeitableitungen der transformierten Zu-
standsbeschrinkungen (s. [129], [141], [106])

Si = ¢;(t) = Gimax < 0

(8.58)

verwendet worden sind. In Kapitel 5.2 wurden hierzu einige theoretische Hintergriinde erlautert
und in Kapitel 5.3.3 wurde exemplarisch die Umrechnung von Schitzwerten des direkten Kol-
lokationsverfahrens in die Formulierung des Mehrzielverfahrens durchgefiihrt.

Die Schaltstruktur der zeitminimalen Bewegung des Manutec r3 ist bei einer Last von 15 kg
noch komplizierter. Aufier den Beschrinkungen an ¢;(¢), ¢ = 1,2, wird dabei auch die Be-
schrankung an go(t) aktiv. Die schnellstmogliche Verfahrzeit unter Beriicksichtigung aller Zu-
standsbeschriinkungen erhoht sich bei einer Last von 15 kg um 16.3 %. Auch hier werden mit
t; = 0.620[s] etwa 7 % langsamere energie- bzw. verbrauchsminimale Bahnen zum Vergleich
berechnet. Es zeigt sich, da8 nun die Beschrinkung an ¢,(¢) auch bei der verbrauchsminimalen
Bewegung aktiv wird, bei der energieminimalen jedoch nicht.

Tabelle 8.5: Vergleich der Ergebnisse (Mehrzielverfahren) fiir verschiedene Giitekriterien
(* kennzeichnet den jeweils optimalen Wert, die mit * gekennzeichnete Losung
ist nur mit dem direkten Kollokationsverfahren berechnet worden; die mit dem
direkten Kollokationsverfahren erzielten giiltigen Ziffern im Giitekriterium sind

unterstrichen).
Last | Bahn/Kriterium tr [s] Sy u2(t)dt | S (Gi(t)u(t))? dt
0 kg | zeitminimal, unbeschr. 0.44551780* | 75.179701 906.30989
zeitminimal, zust.beschr. | 0.49518904* | 51.351466 248.56509
energieminimal 0.53000000 | 20.404247* 43.089470
verbrauchsminimal™* 0.53000000 | 28.057499 35.911668*

15 kg | zeitminimal, unbeschr. 0.54367631* | 91.743634 729.17867
zeitminimal, zust.beschr. | 0.57594766* | 77.383538 353.46782
energieminimal 0.62000000 | 38.176710* 92.176087
verbrauchsminimal™* 0.62000000 | 51.853063 59.3509360*
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Abbildung 8.10: Schaltstruktur der zustandsbeschrénkten zeitminimalen Bewegung

bei einer Last von 0 kg.

Tabelle 8.6: Geschitzte und genaue Lage der Schaltpunkte (Last 0 kg).

Schaltpunkt 1 2 3 4 5 6 7 8
geschiitzt | .049500 | .11140 | .17330 | .25380 | .33000 | .35900 | .39000 | .46400
genau 1042480 | .10585 | .16965 | .25243 | .32890 | .35562 | .39188 | .46378
0 1 2 34 %678 910 1
e
S N L max
wno min -
& | RN E T A
L
w . omin_ Rad ., max
" § . min .
w, min, Rand __ jnax mpaxRand, max _ min
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Abbildung 8.11: Schaltstruktur der zustandsbeschrinkten zeitminimalen Bewegung

bei einer Last von 15 kg.

Tabelle 8.7: Geschitzte und genaue Lage der Schaltpunkte (Last 15 kg).

Schaltpunkt 1 2 3 4 5 6
geschétzt 0.046540 | 0.25270 | 0.30000 | 0.31250 | 0.35000 | 0.36510
genau 0.041360 | 0.25155 | 0.30190 | 0.31979 | 0.35295 | 0.36505
Schaltpunkt 7 8 9 10 11

geschétzt 0.36700 | 0.40100 | 0.44140 | 0.45630 | 0.54550

genau 0.36533 | 0.40146 | 0.44132 | 0.45623 | 0.54670
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Abbildung 8.12: Lisungskurven von direktem Kollokationsverfahren (ohne Beriicksichtigung
der Schaltstruktur in der Diskretisierung) (—-—-— ) und Mehrzielverfahren
(—) fiir die zustandsbeschréinkte zeitminimale Bewegung bei einer Last
von 0 kg (zur Interpretation von ), siche Bemerkung 8.6, zu den Oszilla-
tionen in u; siehe Bemerkung 8.5).
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Abbildung 8.13:

Losungskurven von direktem Kollokationsverfahren (ohne Beriicksichtigung
der Schaltstruktur in der Diskretisierung) (—-—-— ) und Mehrzielverfahren
(—) fiir die zustandsbeschréinkte zeitminimale Bewegung bei einer Last
von 15 kg (zur Interpretation von \; siche Bemerkung 8.6, zu den Oszilla-
tionen in u; sieche Bemerkung 8.5).
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Abbildung 8.14:

Losungskurven von Zustands- und Steuervariablen fiir die zustandsbe-

schriankte zeitminimale (——), die unbeschrinkte zeitminimale (- - - - - ),
die energieminimale (—-—- - ) und die verbrauchsminimale (- — —) Bewegung

(Last 0 kg).
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Abbildung 8.15: Losungskurven von Zustands- und Steuervariablen fiir die zustandsbe-

schriankte zeitminimale (——), die unbeschrinkte zeitminimale (- - - - - ),
die energieminimale (—-—- - ) und die verbrauchsminimale (- — —) Bewegung

(Last 15 kg).
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zeitminimal zeitminimal verbrauchs- energie-

unbeschrankt beschrankt minimal minimal
ty = 0.445s ty = 0.530s ty = 0.530s

Abbildung 8.16: Je fiinf Ausschnitte der vier Bewegungen von A (¢ = 0) nach B (¢ =¢;) zu
den Zeitpunkten t =it;/4, 1 =0,1,2,3,4 (Last 0 kg).
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8.4.3 Beriicksichtigung der Schaltstruktur in der Diskretisierung

In diesem Abschnitt wird am Beispiel der zustandsbeschrinkten zeitminimalen Bewegung bei
einer Last von 0 kg gezeigt, wie die Beriicksichtigung der (geschétzten) Schaltstruktur (Tabel-
le 8.6) in der Diskretisierung die Qualitdt der Losung deutlich verbessern kann. Insbesondere
kénnen die Schaltpunkte auf diese Weise genau bestimmt und die Oszillationen in den Steuerun-
gen ldngs aktiver Zustandsbeschrankungen reduziert werden. Die Vorgehensweise wird zunéchst
anhand des Randstiickes von ¢o(¢) demonstriert, bevor die Losung bei Beriicksichtigung aller
Schaltpunkte in der Diskretisierung angegeben wird.

Beriicksichtigung des Randstiickes von ¢»(t) (2 Schaltpunkte)
Anhand der Losung des direkten Kollokationsverfahrens (Abbildung 8.12) findet man u. a. ein
Randstiick fiir ¢o(t):

q2(t) > _q2,max in [0; tein[ und ]taus; tf], C]z(t) = _q2,max iIl [teina taus]- (859)

Somit 18t sich bei Beriicksichtigung des Randstiickes ein dreistufiges Problem vom Typ (AP)
mit 3 Phasen (M = 4) und E = (Ey, Fy, E3, E4)T = (0, tein, taus, t7)” formulieren, das, wie in
Kapitel 3.3 beschrieben, diskretisiert werden kann (DAP2). Damit sind an den Schaltpunk-
ten die links- und rechtsseitigen Grenzwerte der Zustands- und Steuervariablen Freiheitsgrade
der Parametrisierung. In der mittleren Phase [Es,, E3] wird verlangt, dal die Gleichungsbe-
schrankung ¢o(t) = —(omax erfiillt ist. An den Schaltpunkten Ey = te, und Ej = t,, wird
neben der Stetigkeit der Zustandsvariablen (z(ts + 0) = z(ts — 0), s = ein, aus) auch ge-
fordert, dal die erste totale Zeitableitung der Zustandsbeschrinkung erster Ordnung (d.h.
d/dt (¢2(t) — G2,max) = G=2(t)) verschwindet

Ts (tein - 0) = _qZ,max: Qé (tein + O) = T%(x(tein + 0)7 u(tein + 0)7 tein) = 07

) . 8.60
x5(taus + 0) = —¢2max, QQ(taus - 0) = T:i;(x(taus - 0); u(taus - O)a taus) = 0, ( )

wobei Gy (t) bzw. r? und 73 durch die rechte Seite der Differentialgleichungen (8.55) als Funktio-
nen von z und u gegeben sind. In Abbildung 8.17 ist die Losung des diskretisierten Problems
(DAP2) fir N; = 6, Ny = 23, N3 = 14 Gitterpunkte wiedergegeben. Die beiden Schaltpunkte
werden sehr gut angen#hert und die Oszillationen in ¢o(t) und us(t) lings (des nur punktweise
erfiillten) zustandsbeschrinkten Randstiickes sind jetzt deutlich geringer. Die links- und rechts-
seitigen Grenzwerte von ug(t) am Auf- und Absprungpunkt kénnen ebenfalls sehr gut bestimmt
werden.

Beriicksichtigung aller 8 Schaltpunkte
Die Beriicksichtigung aller geschitzten 8 Schaltpunkte aus Tabelle 8.6 fiihrt auf ein Problem
mit 9 Phasen (M = 10)

(Ela E2a E?n E4a E5a EG: E?a ES; E9a EIO) = (Oa tla t2a t3a t47 t5a tGa t7a t8: tf) (86]‘)
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In den einzelnen Phasen erhélt man nun zusétzlich zu den Ungleichungsbeschréinkungen (8.41),

(8.42), (8.43) die Gleichungsbeschrankungen

[E1, Es)] :
[Es, Es] :
[Es, Ey] :
[Ey, Es5] :
[Es, Eg) :
[Es, E7] :
[E7, Es] :
[Es, Eo] :
[Ey, Eqo] :

U1 = —U1,max,
U1 = —U1 max,
U1 = —U1,max,
q.l = +q.1,max7
41 = +C]1,max7
(jl = +41,maxa

Uy = +U1,maXa
U1 = U1 max,

Als Schaltbedingungen werden bei

tlt
tQZ
t3!

t4:

t5!
tGI

z5(t1 — 0) = —¢2,max,
$6(t2 - 0) = +(j3,maxa
Z4(ts — 0) = +¢1 max,

Z6(ts + 0) = +43 maxs

25(ts + 0) = —¢2 max,
Z4(ts +0) = +G1,maxs

U1y = +Ul max; U2 = —U2max,
¢2(t1 +0) = 0,
Gs(ta +0) =0, Gty —0) =0, Gl
GQi(ts +0) =0, Gtz —0) =0, daf
Gs(ts — 0) =0, Ga(ts +0
Gs(ts —0) =0, ¢i(ts—0) =0,
Go(ts —0) =0, o
Gs(ts —0) =0, ¢i(ts —0) =0, §u(
Gi(te —0) =0

U2 = —U2 max,
42 = _q2,maxa
(22 = _(j?,maxa
q.2 = _q.Q,maxa
42 = _q.2,max7

Uy = +u2,maxa
Ug = +u2,maXa
Uz = F+U2 max,

Uz = +U3 max,
Uz = +u3,maxa

(23 = +Q3,max:
43 = +Q3,max:
U3 = —U3,max,
U3 = —U3,max,
U3z = —U3,max,

Uz = +u3,maxa

Uz = +U'3,max-

(8.62)

(8.63)

verwendet, d.h. an den Schaltpunkten, bei denen bereits eine andere Zustandsbeschrinkung
aktiv ist, werden von dieser zusitzliche Bedingungen hinzugenommen. Die Schaltbedingungen
bei t; und tg, an denen nur die Steuerungen umschalten, sind in den obigen Gleichungsbe-
schrinkungen bereits implizit enthalten. In Abbildung 8.17 ist die Losung des mit

(Nla N27N3aN47N5aN6aN77N8aN9) = (87 107 10, 137 11a6a7a 1176)

(8.64)

Gitterpunkten gerechneten diskretisierten Problems (DAP2) wiedergegeben. Die Genauigkeit
der berechneten minimalen Zeit kann jetzt mit ¢{; = 0.49518916 von 3 auf 6 Dezimalstellen
verbessert werden. Die Schaltpunkte kénnen auf 5 bis 8 Dezimalstellen genau berechnet werden
(Tabelle 8.8).

Tabelle 8.8: Vergleich der genauen mit der in der Diskretisierung (DAP2) mit 9 Phasen be-
rechneten Lage der Schaltpunkte (Last 0 kg).

Schaltpunkt 1 2 3 4
genau 0.042479588 | 0.10585412 | 0.16964993 | 0.25243114
9 Phasen (DAP2) | 0.042479588 | 0.10585390 | 0.16964992 | 0.25243119
Schaltpunkt 5 6 7 8
genau 0.32889655 | 0.35561886 | 0.39187499 | 0.46377632
9 Phasen (DAP2) | 0.32889656 | 0.35561859 | 0.39187497 | 0.46377646
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q1 [rad/s] q2 [rad/s] q3 [rad/s]
3.00 1.00 6.00
2.50 0.50 4.00
2.00
0.00 2.00
1.50
—0.50 0.00
1.00
0.50 —1.00 -2.00
0.00 —1.50 —4.00
Q.00 0.10 20 30 D.40 0.50 0.00 0.10 20 30 .40 0.50 0.00 a.10 0.20 0.30 Q.40 0.50
[s] [s] [s]
uy [V] ug [V] ug [V]
7.50 7.50 7.50 [foe—————
]
5.00 5.00 5.00 :
2.50 2.50 2.50 :
0.00 0.00 0.00
—2.50 —2.50 ~2.50 . f
—5.00 —5.00 —-5.00 ." :‘
—7.50 —7.50 + -7.50 .‘ "
0.00 0.10 .20 .30 0.40 0.50 0.00 0.10 .20 .30 .40 0.50 0.00 0.10 0.20 0.30 Q.40 0.50
[s] [s] [s]

Abbildung 8.17: Verldufe der Winkelgeschwindigkeiten ¢; und der Steuerungen u; bei Beriick-
sichtigung des Randstiickes von go(t) (2 Schaltpunkte) in der Diskretisierung
(——— ) (mit markierten Gitterpunkten und der Losung des Mehrzielver-

fahrens (——)).

q1 [rad/s] g2 [rad/s] g3 [rad/s]
3.00 1.50 6.00
2.50 1.00 4.00
2.00 0.50
2.00
1.50 0.00
0.00
1.00 —0.50
0.50 —1.00 —2.00
0.00 —1.50 —4.00
0.00 0.10 .20 .30 0.40 0.50 0.00 0.10 .20 .30 -40 0.50 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
[s] [s] [s]
7.50 7.50 7.50 4 reseseeeroross
5.00 5.00 5.00
2.50 2.50 2.50
0.00 0.00 0.00
—2.50 —2.50 -2.50
-5.00 -5.00 -5.00
—7.50 -7.50 . -7.50
0.00 0.10 .20 .30 0.40 0.50 0.00 0.10 .20 .30 -40 0.50 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
[5] [5] [s]

Abbildung 8.18: Verlidufe der Winkelgeschwindigkeiten ¢; und der Steuerungen u; bei Beriick-
sichtigung aller 8 Schaltpunkte in der Diskretisierung (—-—-— ) (Gitterpunk-

te mit kleinen Kreisen, Schaltpunkte mit punktierten vertikalen Linien ge-

kennzeichnet; Losung des Mehrzielverfahrens (——)).
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8.4.4 Implementierung energieminimaler Bahnen — Meflergebnisse

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Versuche wurden im Roboterlabor des Lehrstuhls fiir
elektrische Antriebstechnik der Technischen Universitdt Miinchen unter der Leitung von Prof.
Dr.-Ing. Dierk Schréder in Zusammenarbeit mit Herrn Dipl.-Ing. Willy Miksch durchgefiihrt,
der die gesamte Steuer- und Regelelektronik betreut hat.

Bei der Untersuchung von numerisch berechneten, theoretisch optimalen Roboterbahnen stellt
sich zwangsldufig die Frage nach deren praktischer Realisierbarkeit. Diese wird u. a. beeinflufit
von

e Ungenauigkeiten bzw. Vereinfachungen in der Modellierung (wie die Vernachlissigung
von Elastizitdten und Reibungseffekten in den Getrieben),

e speziellen Daten, deren Bestimmung immer mit gewissen Fehlern verbunden ist (wie Mas-
sen, Schwerpunktsabstinden, Trigheitsmomenten), und

e dem dynamischen Verhalten der Ansteuer- und Regelelektronik.

Modellierungsungenauigkeiten sind bei der Nachbildung physikalisch-technischer Phénomene
unvermeidbar. Die ,Kunst“ der Modellierung besteht darin, ein einerseits moglichst genaues
Modell der Realitét zu erstellen, das andererseits moglichst klein im Sinne der Vernachldssigung
aller ,unwesentlichen“ Effekte ist, die das Modell nur unnétig verkomplizieren wiirden.

Zur Modellierung von Reibungseffekten ist zu bemerken, dafi diese von Roboter zu Roboter
je nach Einstellung und Wartungszustand der Getriebe stark schwanken und sich im Laufe
der Betriebszeit des Roboters dndern konnen (Tiirk [146], [147]). Die genaue Modellierung von
Reibungseffekten kann somit einen enormen und oft unverhéltnisméfig hohen Aufand bedeuten.
Andererseits deuten die hier vorgestellten experimentellen Ergebnisse (s. unten) darauf hin, daf
bereits ein einfaches Coulomb-Modell mit konstanter, richtungsabhéngiger Gleitreibungskraft,
wie es z.B. Johanni [71] verwendet, in der Simulation der Dynamik des Manutec r3 sowie
verwandter Robotertypen gute Ergebnisse liefern kann. Wenn sie modelliert sind, bedeuten
Reibungseffekte und Elastizitdten jedenfalls keine Einschriankung fiir die Anwendbarkeit des
Algorithmus DIRCOL.

Zur Implementierung wird exemplarisch die durch

0.0 2.1
qO0)=| 13 |, qt;)=]| —06 |, ¢0)=0, ¢(tf)=0 (8.65)
0.0 0.0

gegebene Punkt-zu-Punkt-Bewegung untersucht. Zunéchst wird die zeitoptimale Bewegung
unter Beriicksichtigung der Winkel- und Winkelgeschwindigkeitsbeschriankungen berechnet
(tfmin = 1.3217[s]). Diese dient als Schranke fiir eine mit ¢t; = 1.600[s| um 21% langsamere,
das Verbrauchskriterium (8.47) minimierende Bahn, die dann im Experiment gefahren wird.
Der rédumliche Verlauf der zeit- und der verbrauchsminimalen Bewegungen ist in den Abbil-
dungen 8.20 und 8.21 dargestellt. Die verbrauchsminimierende Bahn wurde mit 41 nichtaqui-
distanten Gitterpunkten und nicht mit der feinstmoglichen Gitterweite berechnet um zu de-
monstrieren, dafl es zur Implementierung optimaler Roboterbahnen nicht notwendig ist, diese
in allzu hoher Genauigkeit zu berechnen.
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In Abbildung 8.19 sind die Winkelverldufe und die benétigten Motormomente der Soll- sowie
der experimentellen Bahn und die auftretenden Abweichungen der Winkel wiedergegeben.
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-
2.00 /
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1.00 — 15£+00
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/ _0.50 —. 256400
N~
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[5] [s] [s]
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I
i !
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|
f !
‘ // it
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7/ - P
0-00 P >>.;;:” 0.00 s o] 0.00 7/:\3‘1” vy
) e .
. i -7 AW _ -
-315.00 \W 630.00 ‘ ////J/ Wh 180.00 ,//
i 4 (
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v
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Abbildung 8.19: Verliufe der Winkel ¢;, der Steuerungen u; und der auftretenden Winkel-
abweichungen ¢; in Simulation (—-—-— ) und Experiment (———).

Interpretation der Meflergebnisse:
Die schnelle, verbrauchsminimierende Bahn, die nur 21% langsamer ist als die theoretisch
schnellstmogliche Bahn, ist in der berechneten Weise realisierbar.

Die Ubereinstimmung zwischen der simulierten und der gefahrenen Bahn ist sehr gut. Die
grofite absolute Winkelabweichung in der GréBenordnung von 0.014[rad] vom Sollwert ist bei
g2 zu Beginn der Bewegung feststellbar.

Zu Beginn der Bewegung machen sich in den drei Momentensteuerungen die nichtmodellierten
Effekte des Ubergangs von Haft- zu Gleitreibung sowie der Getriebeelastizititen bemerkbar.
Die Unterschiede zwischen den aufzuwendenden Momenten und den berechneten Momenten
im mittleren Teil der Bewegung sind auf die Uberwindung der nichtmodellierten Gleitreibung
zuriickzufithren. Daf} die Unterschiede wie eine Art ,Parallelverschiebung* wirken, deutet darauf
hin, daf§ das bereits oben angesprochene, auch von Johanni [71] verwendete, einfache Coulomb
Modell mit konstanter, richtungsabhingiger Gleitreibungskraft in der Simulation eine noch
bessere Ubereinstimmung der Soll- und Istwerte der Momentensteuerungen bewirken konnte.
Eine befriedigende Realisierung schneller, verbrauchs- oder energieminimaler Bewegungen in
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den drei Hauptachsen des Manutec r3 ist auch ohne die Modellierung von Reibungseffekten
moglich. Die Daten des Experiments ermoglichen jedoch die Identifikation von unbestimmten
Parametern eines geeignet anzusetzenden Reibungsmodells, wodurch das dynamische Modell
des Roboters verbessert werden kann (Heim [60], [61]).

Vergleich mit Ergebnissen aus der Literatur:

Bei reinen zeitoptimalen Roboterbewegungen arbeitet immer mindestens ein Motor an seiner
vollen Leistungsgrenze, bzw. mindestens eine Steuerung liegt auf dem Rand des Steuerbereichs
(maximales Beschleunigungs- oder Bremsmoment) (vgl. u.a. z. B. [106], [135] fiir dieses be-
kannte theoretische Resultat). Tatséichlich liegen hiufig sogar alle Steuerungen auf dem Rand
des Steuerbereichs (solange keine Zustandsbeschrinkungen aktiv sind). Bei der Implementie-
rung von Roboterbewegungen miissen die unvermeidlich auftretenden Abweichungen von der
Sollbahn von einem Regler ausgeglichen werden. Bei zeitoptimalen Sollbahnen tritt nun das
Problem auf, dafl zum Ausgleich von Abweichungen gréoflere Momente als die maximalen Mo-
mente aufzuwenden sind. Instabilitéiten, wie ein Ausbrechen des Roboterarmes, sind bei der
Realisierung der theoretisch zeitoptimalen Bewegungen moglich.

Um zeitoptimale Bahnen weniger problematisch realisieren zu kénnen, bieten sich mehrere Wege
an, zum Beispiel:

1) In der Simulation und Optimierung wird nicht mit den maximal zuléssigen Momenten
sondern mit reduzierten Maximalwerten gerechnet (s. z.B. Johanni [71], Kempkens [73]
und Kapitel 8.5.3 dieser Arbeit).

2) Man verwendet ein gemischtes Kriterium, das aus einer gewichteten Summe zwischen Zeit
und einem Energiekriterium besteht (s. z. B. Johanni [71]).

3) Man berechnet zunichst die unter allen Beschrinkungen schnellstmogliche Verfahrzeit.
Mit dieser Zeit als Schranke kann der Anwender eine beliebig, z. B. nur 20%, langsamere
Verfahrzeit wéhlen, die bei der Berechnung einer energieminimalen Bahn als Randwert
in der Optimierung vorgegeben wird. Dieses Vorgehen ist in [141] vorgeschlagen worden
und wird u. a. in diesem und im vorherigen Kapitel 8.4.2 dieser Arbeit durchgefiihrt.

Gegeniiber der ersten und zweiten Mdoglichkeit hat die dritte Vorgehensweise den Vorteil, dafl
die resultierenden Bahnen sich an der theoretisch schnellstmoglichen Bewegung orientieren und
garantiert nur wenig, z. B. 20%, langsamer als diese sind. Gegeniiber der ersten Vorgehensweise
hat die dritte noch den weiteren wichtigen Vorteil, daf} die resultierenden Steuerungen sehr viel
weniger Spriinge (Umschalten von maximalem auf minimales Moment oder umgekehrt) besit-
zen und sehr viel glatter und meist im Inneren des Steuerbereiches verlaufen. Es sind daher
geringere Abweichungen zwischen Experiment und Simulation zu erwarten.

So weisen die von Johanni [71] nach der ersten Vorgehensweise berechneten und realisierten
zeitoptimalen Bewegungen fiir einen Laborroboter mit drei rotatorischen Achsen Winkelabwei-
chungen zwischen Simulation und Experiment bis zu 0.7[rad] auf (Abbildung 23 in Kapitel 4.2
in [71]), was etwa 50 mal groBere Abweichungen bedeutet, als hier nach der dritten Vorgehens-
weise fiir den Manutec r3 erzielt wurden.
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Abbildung 8.21: Der Verlauf der verbrauchsminimalen Bewegung in ¢y = 1.600s.
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8.4.5 Zusammenfassung der Ergebnisse bei der Bahnoptimierung des Manutec r3

Die Beschrinkungen der Winkelgeschwindigkeiten spielen in der zeitminimalen Steuerung ei-
ne wichtige Rolle, da sie sehr oft aktiv sind. Selbst eine einfach erscheinende Vierteldrehung
kann bei zeitoptimaler Bewegung eine komplizierte Schaltstruktur aufweisen. Die Kenntnis der
schnellstmoglichen Bahn ermdglicht die Berechnung von energieminimalen Bewegungen, die
nur wenig (z. B. 10 %) langsamer sind als die theoretisch schnellstmégliche Bewegung, die aber
erheblich weniger Belastungen fiir die Gelenke verursachen. D. h. die Winkelgeschwindigkeiten
liegen nicht am Maximum und die Werte der Energie- und Verbrauchskriterien sind erheblich
niedriger. Zudem sind die schnellen energieminimierenden Bahnen wesentlich besser realisierbar
als die zeitminimalen (s. vorgehender Abschnitt 8.4.4).

In der zeitoptimalen Bewegung des Manutec r3 werden die Beschrinkungen an ¢ (¢) besonders
héufig aktiv. Das weist darauf hin, dafl das zweite Gelenk das schwiichste ist. Die Verwendung
mathematischer Bahnoptimierung auf der Grundlage der optimalen Steuerung bereits beim
Entwurf kénnte einen verbesserten Entwurf von Robotern erméglichen.

Singulidre zeitoptimale Steuerungen, das sind lineare Steuerungen die, vereinfacht gesprochen,
im Inneren des Steuerbereiches verlaufen, obwohl keine Zustandsbeschrinkung aktiv ist, sind in
diesem Abschnitt beim Manutec r3 nicht aufgetreten, aber prinzipiell méglich. Die Ergebnisse
in den Abschnitten 8.5.2 und 8.5.3 deuten darauf hin.

Bei der Untersuchung optimaler Bahnen von Modellrobotern treten haufig isoliert liegende sub-
optimale Losungen auf, die durch unterschiedliche Drehrichtungen in Gelenken erzeugt werden,
die keiner Winkelbeschriinkung geniigen (vgl. Abschnitt 8.5.1). Durch die Winkelbeschréinkun-
gen (8.42) im realistischen Modell des Manutec r3 sind konkurrierende suboptimale Losungen
von dieser Art von vorneherein ausgeschlossen.

Das in dieser Arbeit entwickelte direkte Kollokationsverfahren hat sich bei der Berechnung op-
timaler Steuerungen fiir den Manutec r3 als robust und zuverléssig erwiesen. Man erhilt eine
gute Approximation der Losung. Schaltstrukturen und adjungierte Variablen kénnen zuverlassig
geschétzt werden, so dafl das Mehrzielverfahren mit diesen Schitzwerten nach wenigen Itera-
tionsschritten die genaue Losung liefert. Die Beriicksichtigung der geschétzten Schaltstruktur
in der Diskretisierung ermoglicht auch mit der direkten Kollokationsmethode eine sehr genaue
Berechnung der Losung.

Eine weitere Steigerung der Effizienz des direkten Kollokationsverfahrens kénnte durch Aus-
niitzung der Struktur der diinnbesetzten Gradienten im nichtlinearen Optimierungsproblem
sowie durch eine auf die spezielle Form der Roboterdynamik (8.37) zweiter Ordnung zuge-
schnittene Diskretisierung erreicht werden.
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8.5 Roboterbahnoptimierung: Vergleich mit Verfahren aus der Li-
teratur

8.5.1 Zeitminimale Steuerung eines zweiachsigen Roboters

Geering, Guzzella, Hepner und Onder untersuchen in [46] zeitoptimale Punkt-zu-Punkt-Bahnen
fiir verschiedene Typen zweigelenkiger Roboter (ohne Zustandsbeschrinkungen). Dabei verwen-
den sie (eine nicht niher erlduterte) Parameteroptimierung und Ausprobieren verschiedener
Steuerungen zur Bestimmung der Schaltstruktur. Die so erhaltenen Steuerungen werden dann
durch numerische Lésung des Randwertproblems der notwendigen Bedingungen mittels eines
Schiefiverfahrens verifiziert.

b

Abbildung 8.22: Skizze des IBM 7535 B 04 Roboters.

Einer der untersuchten Robotertypen ist ein IBM 7535 B 04 Roboter mit zwei in der Horizon-
talebene bewegten Gelenken. Mit den Zustandsvariablen x; = ¢, x9 = ¢, x3 = ¥, x4 = ¥ und
den Momentensteuerungen u; und us lauten die Bewegungsdifferentialgleichungen

P (8.66)
Ty = (67 (u1 — g + Og(m3 + 24)*sin ac3) — B (u2 — O3 sin a:g) coS ac3)

/ (97@5 — ©2 cos? $3) ) (8.67)
T3 = T4, 68)

Tq = ((95 + O cos z3) <u2 — Oz sin x3)
— (O©7 4+ ©gcosx3) (u1 — uy + Og(w2 + 24)%sin :c;;)) / (@7(95 — ©7 cos® acg) . (8.69)

Die Konstanten sind als

0, = 1.6[m%kg], ©, = 0.43[m?%kg], O3 = 0.01[m?%kg],
me = 15[kg], ms = 6lkg], Qs = Oy+ 2ms, '

@5 = @1 + l%(mQ + mg), @6 = ll(’l‘QmQ + 12m3), @7 = @3 + @4
gegeben und die Steuerungen sind durch

i ()] < 25[Nm],  |us(t)] < 9[Nml] (8.71)
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ty = 0.97509 ty =1.51306

t; = 1.20808 t; =1.47106 t; = 1.75669

Abbildung 8.23: Horizontale zeitoptimale Bahnen fiir verschiedene Endwinkel ¢y, 1.

beschrinkt. Als Anfangs- und Endwerte werden

l'l(o) = 0, .Z‘1(tf) = ¢b;
22(0) = 0, m(ty) = 0,
$3(0) = O, xg(tf) = ’(/)b = 0 bzw. :|:27T, (872)
24(0) = 0, x4(ty) = 0

untersucht. Ergebnisse fiir verschiedene Endwinkel ¢, und 1), sind in Abbildung 8.23 dargestellt.
Dabei treten nur bang-bang Steuerungen auf. Die Ergebnisse stimmen mit denen von Geering
et al. iiberein (Tabelle IV in [46]), bis auf ¢, = 0.76, wo die Bahn mit 1, = 0 um 0.07%
schneller ist als die Bahn mit v, = —2, die in [46] als schnellste genannt wird. Zum Erreichen
einer Endstellung mit ausgestrecktem zweiten Gelenk gibt es mehrere, durch unterschiedliche
Drehungen im zweiten Gelenk gekennzeichnete, lokal optimale Bewegungen (z.B. fiir ¢, =
+2km, k=0,1,2,...). Dabei ist a priori nicht klar, fiir welches & die global minimale Verfahrzeit
erreicht wird. Bei Vorliegen einer Zustandsbeschrinkung der Form [¢(t)| < max < 27, wie es
beim Manutec r3 Roboter der Fall ist, bleibt von diesen jedoch nur die Lésung mit ¢, = 0 iibrig.
Die Rechenzeiten liegen im Bereich von ca. 8 bis 80 Sekunden (fiir 11 bzw. 41 Gitterpunkte).
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8.5.2 Zeitminimale Steuerung des Manutec r3 in drei Freiheitsgraden

Das auf Parametrisierung der Steuervariablen und Integration der Zustandsdifferentialgleichun-
gen beruhende direkte Schieiverfahren TOMP zur numerischen Losung allgemeiner optimaler
Steuerungsprobleme wird von Kraft in [80] beschrieben. Als Anwendung der Methode werden
zeitoptimale Punkt-zu-Punkt-Bahnen fiir den Manutec r3 Roboter in drei Freiheitsgraden be-
rechnet. Es wird das DLR Modell 2 (Subroutine R3M2SI, Otter, Tiirk [104]) zur Beschreibung
der Dynamik des Roboters verwendet (vgl. Kapitel 8.4). Anfangs- und Endstellung sind hier
durch

0 —7/2
q0) =101, qty)=1| —n/2 |, 4¢0)=0, ¢(t;)=0 (8.73)
0 —7/2

definiert. Diese Bewegung wird fiir eine Last von 0 bzw. 15 kg untersucht. Der Verlauf der mit
DIRCOL berechneten Losungen ist in Abbildung 8.24 und der dreidimensionale Bahnverlauf
ist in Abbildung 8.25 dargestellt (fiir 15 kg Last).

Tabelle 8.9: Vergleich der Ergebnisse aus [80] mit DIRCOL.

zeitoptimale zeitoptimale Gewinn
Last Bahn Bahn gegen-
nach [80] (DIRCOL) iiber [80]
0 kg 1.51s 1.10311s 27.0%
15 kg 1.65s 1.10370s 33.1%

Die in Tabelle 8.9 angegebenen Ergebnisse zeigen, dafl mit DIRCOL die berechneten schnellst-
moglichen Verfahrzeiten gegeniiber [80] erheblich verbessert werden kénnen.

Bemerkung 8.7 Die zeitoptimale Bahn mit einer Zuladung von 0 kg wiirde zur Selbstdurch-
dringung des Roboters fiihren (der Arm kollidiert mit dem Sockel). Vor einer Realisierung dieser
Bahn ist daher eine weitere Berechnung mit einer geeigneten weiteren Zustandsbeschrinkung
notwendig, die die Selbstdurchdringung verhindert.
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Last 0 kg Last 15 kg
[rad] [rad]

1.00 1.00

—1.00 —-1.00
—-2.00 —-2.00
—-3.00 —-3.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[8] 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[3]
[rad/s] [rad/s]
5.00 5.00
N
2.50 2.50 fy A
/A
/
\
/
/ ‘\
0.00 0.00 //
/ ///
L
/
—2.50 —2.50 //
/
7z
b
-5.00 -5.00
0.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[3]
[Nm] [Nin]
1900.00 - 1900.00
950.00 950.00
0.00 0.00
—-950.00 -950.00
F,
—~1900.00 ~1900.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[8] 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[8]

Abbildung 8.24: Lisungsverlauf fiir die zeitoptimalen Bahnen mit 0 und 15 kg Last.
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Abbildung 8.25: Riumlicher Verlauf der zeitoptimalen Bewegung mit 15 kg Last.
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8.5.3 Zeitminimale Steuerung des Manutec r3 in sechs Freiheitsgraden

Die Verkiirzung der Bewegungszeiten von Industrierobotern, ohne vorhandene Steuerungen in
aufwendiger Weise veréndern zu miissen, ist Ziel der Arbeit von Kempkens [73]. Dazu wird
zunéchst die schnellste Bewegung durch ein auf sogenannter Zustandsraumoptimierung beru-
hendes Verfahren berechnet, das auch von Johanni in [71] ausfiihrlich beschrieben wird. Danach
wird die zeitoptimale Trajektorie mit den im Steuerungsteil des Roboters verfiigharen Bahn-
planungsalgorithmen geeignet approximiert. Ferner wird noch eine Methode zur Verkiirzung
der Bewegungszeit vorgestellt, die nicht auf eine meist relativ aufwendig vorab zu berechnende
zeitminimale Referenzbahn angewiesen ist.

Mit den relativen Winkeln q(t) = (qi(t),...,q6(t))T zwischen den einzelnen Armen wird das
dynamische Verhalten des Manutec r3 in den drei Haupt- und den drei Handachsen durch ein
System von 6 Differentialgleichungen 2. Ordnung [104], [147] beschrieben

M(q(t)) - 4(t) = F(t)+ x"(d(t), q(t)) + x*(a(t), ¢ € [0,¢], (8.74)

wobei als Steuerungen die Antriebsmomente F' = (Fi(t),..., Fs(t))"[Nm] bzw. die Eingangs-
spannungen u = (ui(t),...,us(t))T[V] verwendet werden, wobei F(t) = D - u(t) mit D =
diag(Ds, ..., Dg). Die Nenn- und Maximalwerte fiir F' bzw. u sowie die Konvertierungsfaktoren
D; sind in Tabelle 8.12 angegeben.

In [73] werden zeitoptimale Punkt-zu-Punkt-Bahnen untersucht, dabei werden fiir die Steue-
rungen nur Werte bis zur Gréfle der Nenn- und nicht der Maximalwerte zugelassen

|F;(t)] < Fjnemn bzw. [ui(t)] < Uinenn, i=1,...,6. (8.75)

Dies wird begriindet durch den Bedarf an zusétzlichen Momenten im geschlossenen Regelkreis
zur Ausregelung von Stérungen beim Abfahren der zeitoptimalen Bahn sowie zur Kompensation
von Reibungseffekten, die im dynamischen Modell bei der Berechnung der zeitoptimalen Bahn
nicht explizit beriicksichtigt worden sind. Die Haftreibung betréigt beim Manutec r3 in den drei
Hauptachsen (1, 2 und 3) etwa 10%, bei der Handachse 4 etwa 50% und bei den Handachsen 5
und 6 etwa die volle Gréfle des Nennmomentes [146], [147].

Fiir fiinf Testbahnen ¢y — ¢y, 1 (Tabelle 8.10)

q(0) = dx, q(ty) = drs1, 4(0)=0, ¢(t;)=0, k=1,2,3,4,5 (8.76)

werden in 73] Angaben zur minimalen Verfahrzeit gemacht. Fiir eine Bahn (¢; — ¢2) werden
auch zeitminimale Losungskurven fiir ¢;(¢), « = 1,2,3 und w;(t), 7 = 1,2,3 angegeben ([73],
Bilder 6.9a und 6.9b). Die Beschrankungen der Winkelgeschwindigkeiten aus Tabelle 8.12 wer-
den jedoch von den berechneten zeitoptimalen Bahnen nicht eingehalten (siehe z.B. ¢5(¢) in
Bild 6.9a in [73]).

Mit DIRCOL werden die zeitoptimalen Losungen fiir alle fiinf Testbahnen berechnet. Dazu
wird das Problem mit

r=(z,2°)" = (z1,...,22)", ' :=(q,...,q)", 2%:=(dq,...,d6)" (8.77)
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Tabelle 8.10: Anfangs- und Endstellungen der fiinf Testbahnen(¢s = ¢1, Angaben in [deg]).

b1 P2 3 P4 s
131 -84| -21.9| 109| 71.3

17.8 419 -334 ] -25.0 -7.2
100.5 | -104.8 | -105.2 | -118.0 | -104.7
-1.6 -1.5 -1.5 -3.3 | 134.4
-28.3 | -35.8| -39.7| -37.2| -33.8
18.9 | -424 | -73.7 -7.7 18.9

formal auf ein zwolfdimensionales System 1. Ordnung transformiert

x1 = ¢ 1 T7

= pry Q‘,‘Q’
6o = o\ T6 12 (8.78)
X7 = ¢ X7

= M) (F+xUa', o) + x4(a)) -

T2 = (s T12

Zur Auswertung der rechten Seite von ¢ = M~} (F + x¢ + x9) wird die Subroutine R3M1SI
von Otter und Tiirk [104] verwendet (Last 0 kg). Diese ist mit einem modifizierten Algorith-
mus von Brandl, Johanni und Otter [16] in besonders effizienter Form erstellt worden und in
Abbildung 8.27 abgedruckt.

Fiir jede Bahn wird die zeitminimale Bewegung einmal unter Beriicksichtigung nur der Win-
kelbeschrénkungen |g;(t)| < @imax, ¢ = 1,...,6, (Tabelle 8.12) und einmal unter zusitzlicher
Beachtung der Beschrinkungen der Winkelgeschwindigkeiten [¢;(¢)| < ¢imax, ¢ = 1,...,6, (Ta-
belle 8.12) berechnet. Die letzte Gitteranpassung wird bei allen Bahnen mit 52 Gitterpunk-
ten, eopr = 107, exrr = 107® und der automatischen Skalierungsoption aus Kapitel 7.1.5
durchgefiihrt. Die Rechenzeiten liegen im Bereich von 2-10 Minuten bei 11 Gitterpunkten und
ca. 3 Stunden bei 52 Gitterpunkten. Die Ergebnisse von DIRCOL sind in Tabelle 8.11 mit
den zeitoptimalen Lésungen aus [73] und den Werkseinstellungen der Siemens-RCM-Steuerung
(zitiert aus [73]) angegeben. Die Losungskurven der zeitoptimalen Bahnen sind in den Abbil-
dungen 8.28 — 8.32 wiedergegeben. Der rdumliche Verlauf aller fiinf zeitoptimalen Bahnen in
den drei Hauptachsen wird in Abbildung 8.26 dargestellt.

Bemerkung 8.8 Die Beschrinkung an den Winkel ¢5(¢) (Tabelle 8.12) wird bei der ersten
Bahn zwischen t, = 0.44[s] und t,,s = 0.60[s] sowie bei der fiinften Bahn zwischen t;, = 0.42(s]
und ¢,,5 = 0.68[s|] am unteren Rand aktiv.

Bemerkung 8.9 Die Beschrinkungen der Winkelgeschwindigkeiten ¢;(¢) (Tabelle 8.12) spielen
auch bei der zeitoptimalen Steuerung mit den Nennmomenten (nicht nur mit den Maximalmo-
menten) als zuldssige Maximalwerte eine wichtige Rolle, da diese bei nichtexpliziter Einhaltung
mehrfach verletzt werden (s. Abbildungen 8.28 — 8.32).

Bemerkung 8.10 Der Verlauf der berechneten zeitoptimalen Steuerung F} (¢) weist bei der er-
sten (in [0.87,0.98]), der zweiten (in [0.015, 0.20] und [0.57,0.78]) und der fiinften (in [0.35, 0.44]
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und [0.62,0.72]) Bahn das Verhalten einer singuléren zeitoptimalen Steuerung auf. Das deutet
darauf hin, daf§ die Annahme, bei zeitoptimaler Steuerung (ohne aktive Zustandsbeschrinkun-
gen) konnten alle Steuerungen nur maximale oder minimale Werte annehmen, nicht erfiillt ist.
In diesen Fillen kann die blofle Schaltpunktoptimierung, wie sie im Rahmen der von Kemp-
kens [73] verwendeten Methode der Zustandsraumoptimierung (vgl. Johanni [71]) durchgefiihrt
wird, nicht das Minimum liefern.

(Ein Beispiel fiir eine singuldre zeitoptimale Steuerung eines zweigelenkigen Roboterarmes hat
Oberle in [102] angegeben.)

Insgesamt zeigt sich, dafl die in [73] angegebenen Werte noch je Bahn zwischen 6.8 und 21.0%
verbessert werden konnen. Die mit DIRCOL berechneten zeitminimalen Bahnen, die auch die
Beschriankungen der Winkelgeschwindigkeiten beriicksichtigen, sind zudem nur wenig langsa-
mer, teilweise sogar schneller als die in [73] angegebenen Bahnen, die dies nicht leisten. Die
in der RCM-Steuerung voreingestellten Werte fiir die Verfahrzeit kénnen sogar fast alle um
mehr als die Hilfte reduziert werden. Dabei werden allein die Nennmomente und nicht die
Maximalmomente als grofite zuldssige Motorenmomente verwendet.

Tabelle 8.11: Ergebnisse fiir fiinf zeitoptimale Bahnen in sechs Freiheitsgraden.

zeit- zeitoptimale Gewinn Gewinn zeitoptimale
,optimale“ Bahn gegen- gegen- Bahn

Bahn || RCM Bahn (G(t) frei) iiber iber (¢(t) beschr.)
nach [73] (DIRCOL) RCM [73] (DIRCOL)
1 1.664s 1.144s 1.01945s 38.7% 10.9% 1.07738s
2 1.856s 0.992s 0.78347s 57.8% 21.0% 1.03407s
3 0.896s 0.408s 0.38012s 57.6% 6.8% 0.39929s
4 1.216s 0.616s 0.56326s 53.7% 8.6% 0.81718s
5 1.664s 1.256s 1.11698s 32.9% 11.1% 1.18010s
> 7.296s 4.416s 3.86328s 47.1% 12.5% 4.50802s
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Tabelle 8.12: Antriebsdaten und Beschrinkungen fiir den Manutec r3

(Die unterschiedlichen maximalen Antriebsmomente Fymayx, F5max in [73], [90]
und [104] erkldren sich (nach [130]) durch Vernachlissigung der Begrenzungen
der Ressourcen der Vorschaltelektronik der Motoren in [104]).

Achse

5|

Motor-Nenn-
moment in
[Nm] nach [90]

0.5

0.5

0.2

Motor-Spit-
zenmoment in

[Nm] nach [90]

1.2

1.2

0.65

Ubersetzung
nach [90]

105

210

60

99

79.2

99

result. Antriebsnenn-
moment F; nenn in [Nm]

420.

840.

240.

49.5

39.6

19.8

result. max. Antriebs-
moment Fj 1, in [Nm)]

945.

1890.

540.

118.8

95.04

64.35

max. Antriebsmoment
F; max in [Nm] nach [104]

945.

1890.

540.

186.0

160.5

64.5

Konvertierungsfaktor D;
Spannung — Moment
in [Nm/V] nach [104]

—126.

252.

72.

—24.8

21.4

—8.6

max. Eingangs-
spannungen U; max

in [V] nach [104]

7.5

7.5

7.5

7.5

7.5

7.5

den Nennmomenten aus
[73], [90] entsprechende
Spannungen u; nenn in [V]

W=

W=

Wl

1.9959677

1.8504673

2.3023256

Beschrankung
fiir |¢;(t)]
in [rad] nach [104]

2.97

2.01

2.86

3.63

2.27

Beschréankung
fiir |¢;(t)]
in [rad/s] nach [104]

3.00

1.50

5.20

3.40

4.30

3.70
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Abbildung 8.26: Darstellung des rdumlichen Verlaufes der fiinf zeitoptimalen Bahnen
in den drei Hauptachsen.
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Abbildung 8.27: Subroutine R3M1SI [104] zur effizienten Auswertung der rechten Seite der

Differentialgleichungen des Manutec r3: ¢ = M~

F+ x4+ x*
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[rad] [rad]
3.00 3.00
1.50
0.00
g5~
~
—-1.50 ~ol —1.50 N 7
- = ~ Rd
~ S - /./
~3.00 ~3.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[8] 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[3]
[rad/s] [rad/s]
9.00 9.00
6.00 6.00
3.00 3.00
0.00 0.00
~3.00 —3.00
—6.00 —6.00
-9.00 -9.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[8] 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[3]
[Nm)] [Nm]
900.00 50.00
Fy
600.
25.00
300. 17
[
[
0. 0.00 [
[
[
-300. L _E 6! |
~25.00 i
-600. !
_._E5_._.l
-900. —50.00
1.25[8] 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25[3]

Abbildung 8.28: Lisungsverlauf fiir die erste zeitoptimale Bahn ¢; — ¢s.
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[rad] [rad]

0.00 0.20 0.40 0.80 o.ao[s] 0.00 0.20 0.40 0.60 U.BO[S]
[rad/s] [rad/s]
9.00 9.00
6.00 6.00
3.00 3.00
0.00 0.00
~3.00 ~3.00
—6.00 —6.00
—9.00 —9.00
0.00 0.
[Nm)] [Nm]
900.00 50.00
F, .
600.00 | i
25.00 ;
300.00 !
I i l
I i l
0.00 0.00 | i \
1 ] |
! i l
~300.00 I3 T I S |
—-25.00 l/
~600-00 s\
-900.00 ~50.00
0.00 0.20 0.40 0.60 o.ao[s] 0.00 0.20 0.40

Abbildung 8.29: Losungsverlauf fiir die zweite zeitoptimale Bahn ¢y — ¢5.
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[rad] [rad]
3.00 3.00
1.50 1.50
g4
0.00 __EL__-—*’”’*’~’ﬂ——————_— 0.00 P e
RISt E R L QS - -0 ~
QQ .-.:.:.:':._‘.’_ ....................
~1.50 |- ~1.50 _——@;
g3 TTTTmmmmm————emmmmm
~3.00 ~3.00
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40[8] 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40[3]
[rad/s] [rad/s]
9.00 9.00

~6.00 ~6.00
~9.00 ~9.00
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40[5] 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40[3]
[Nm)] [Nm]
900.00 50.00
I — 2 pE—— z
i i
Fy i
600.00 | 2 ! i
1 i i 25.00
i i
300.00 !
“““ [l it SN
! | [
0.00 / ! (. 0.00
i i
E ! P
~300.00 E }
i ; ~25.00
—-600.00 ! [
1 i
i i
~900.00 ~50.00
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40[5] 0.00

Abbildung 8.30: Losungsverlauf fiir die dritte zeitoptimale Bahn ¢35 — ¢4.
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[rad] [rad]
3.00 3.00
1.50 1.50
.
000 P L s 0.00
q2
-1.50 -1.50
G
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Abbildung 8.31: Losungsverlauf fiir die vierte zeitoptimale Bahn ¢, — ¢s5.
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Abbildung 8.32: Losungsverlauf fiir die fiinfte zeitoptimale Bahn ¢5 — ¢.
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8.6 Entwurfsoptimierung hochfrequenter Oszillatoren

In diesem Kapitel wird eine Anwendung des direkten Kollokationsverfahrens aus dem Bereich
der Elektrotechnik zur Entwurfsoptimierung hochfrequenter Oszillatoren vorgestellt.

Oszillatoren sind elektrische Schaltungen zur Erzeugung periodischer, vorzugsweise sinusférmi-
ger Schwingungen und werden im allgemeinen durch aktive Elemente realisiert. Schwingun-
gen konnen in einem Netzwerk nur entstehen, wenn das Netzwerk anklingende Eigenschwin-
gungen besitzt. Diese entstehen, wenn die Verluste eines resonanzfihigen Gebildes, z. B. eines
Schwingkreises, durch einen negativen Widerstand bzw. Leitwert entdimpft werden. Die fre-
quenzbestimmenden Elemente des Oszillators sind Induktivitidten L und Kapazitidten C. Die
zunichst anklingenden Eigenschwingungen werden durch Nichtlinearitdten, z. B. nichtlineare
Widersténde der aktiven Elemente, begrenzt [3].

Das Signal- und Rauschverhalten einer Oszillatorschaltung wird im Zeitbereich durch gewohnli-
che Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben, die sogenannten Langevin Gleichungen,
bei denen der Term O (£2,y?, £y) vernachlissigt wird,

Po= F(a(t),£(2), y(0)
= F@) + Ga®) - £1) + g@®) - y(t) + O (9% 8y)  (8.79)
mit  f(z(t)) = F(z(t),&(t),y(t))le=0y=0,
Gl — PPE0.0.0(0)

- 85 | £=0,y=0>
o) = FELLDD

Vorausgesetzt wird, dafl die Rauschquellen klein sind im Vergleich zu den Signalamplituden.
Es sind x die Zustandsvariablen des Schaltkreises, £ die weiflen Rauschquellen und v ist eine
nichtlineare f~“*-Rauschquelle, die das Basisbandrauschen charakterisiert.

Weiterhin wird angenommen (Kértner [72]), dal die Wahrscheinlichkeitsverteilung der stocha-
stischen Groflen der weiflen Rauschquellen einer Gaufiverteilung entspricht und diese durch die
Korrelationsfunktion vollstéindig beschrieben sind (vgl. [63] und [121])

< fz(t) gj(f) > = Fij 5(15-1?), < &(t) > = lim —/_—;T&(T) dr = const = 0. (880)

I" ist die Korrelationsmatrix eines n-dimensionalen weiflen Rauschprozesses (§ ist die Diracsche
Deltafunktion). Die f~®-Rauschquellen werden durch das Autokorrelationsspektrum
c

cYY = 8.81
1277 fin | ( )

beschrieben. Das Einseitenbandphasenrauschen L( f,,,) frei schwingender Oszillatoren kann durch

Losung der Differentialgleichungen (8.79) mit Hilfe eines Stérungsansatzes berechnet werden
(Kértner [72])

Afl’:dB 2 2 &

W) = S5 (8.82)
mit Afsgp = 47rt1f/ v(z(t)" G(z(t)) T(z(t) G(z(t)" v(z(t)) dt,

G0 = i/tfv(ac(t))Tg(:z:(t))dt.

ty Jo
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Der Term A f3g/ (7 f2) beschreibt das durch die weifien Rauschquellen verursachte Phasenrau-
schen. Dabei ist v(x(t)) der linksseitige Eigenvektor der Fundamentalmatrix zum Eigenwert 1
und I'(z(t)) die Korrelationsmatrix der weifien Rauschquellen. Der zweite Term auf der rechten
Seite von Gleichung (8.82) beschreibt den durch das Basisbandrauschen verursachten Anteil
am Phasenrauschen. Der Faktor g; o beschreibt das Hochmischen des Basisbandrauschens zur
Tragerfrequenz wy = 27 /t;. Der Faktor ¢ wird aus Messungen des Basisbandrauschens be-
stimmt. f,, ist die Ablagefrequenz derjenigen Schwingfrequenz, bei der das Einseitenbandpha-
senrauschen bestimmt werden soll.

Das Ziel, ausgewihlte Komponenten p des Oszillators so auszulegen, dafl das Einseitenband-
phasenrauschen L(f,,) minimal wird, fiithrt nun auf die Minimierung des Funktionals

Jlp] = L(fm;p) (8.83)

iiber dem endlich-dimensionalen Raum der Steuerparameter p. Dabei miissen fiir die Zustands-
variablen x und v die Differentialgleichungen

i(t) = f(z(t),p), (8.84)
o(t) = %W) ~o(t) (8.85)

und 2 - dim(z) + 1 Randbedingungen

r(2(0),v(0), z(tf),v(tf)) = 0 (8.86)
erfiillt werden [4], [5].

Wird nun der Oszillator auf diese Weise modelliert und kann das so entstandene Optimalsteue-
rungsproblem gelost werden, so ist es moglich, den hinsichtlich des Phasenrauschens optimalen
Entwurf des Schaltkreises systematisch und gesichert zu bestimmen. Dies ist ein wichtiger
Fortschritt im Vergleich zur iiblichen arbeits- und kostenintensiven Methode der testweisen
Fertigung von Prototypen nach empirischen Regeln.

Fiir einen konkreten Mikrowellenoszillator konnte das lineare Netzwerk an Gate und Source des
Feldeffekttransistors mit Hilfe des beschriebenen Ansatzes so verdndert werden, dafl das trager-
nahe Phasenrauschen bei einer Ablagefrequenz von 10 kHz im Experiment um 10 dB verringert
werden konnte. Die Verringerung des Phasenrauschens war besser als durch empirische Regeln
wie Leesons Gleichung [85] hétte erwartet werden kénnen. Die numerische Optimierung wurde
mit dem Algorithmus DIRCOL hier erstmals durchgefiihrt. Je 10 Differentialgleichungen fiir
und v und eine zur Reduzierung des Zielfunktionals von Lagrangescher auf Mayersche Form
fiihrten dabei auf ein System von insgesamt 21 nichtlinearen Differentialgleichungen, die in Ab-
bildung 8.33 dargestellt sind. Dabei wurden 5 Parameter der linearen Beschaltung optimiert.
Weitere Details findet man bei Anzill et al. [4] und Schébel [131]. Eine ausfiihrliche Beschrei-
bung der Grundlagen dieses neuen Vorgehens bei der Entwurfsoptimierung von Oszillatoren
findet man in [5].

Das Vorgehen bei der systematischen Entwurfsoptimierung wird in dieser Arbeit exemplarisch
am Beispiel eines van-der-Pol-Oszillators dargelegt. Dieser Oszillator wurde von van der Pol
[108] beschrieben und wird z.B. bei Guckenheimer, Holmes [55] ausfiihrlich diskutiert. Die
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Abbildung 8.34: Schaltung des van-der-Pol-Oszillators.

Formulierung des Entwurfsoptimierungsproblems sowie die analytische Losung stammen von
Kértner und Anzill [3].

Die Schaltung des van-der-Pol-Oszillators ist in Abbildung 8.34 dargestellt. Die Frequenz wird
von der Kapazitit C' und der Induktivitdt L bestimmt. Die Verluste des Schwingkreises wer-
den durch einen negativen nichtlinearen Leitwert —(G, des aktiven Elementes ausgeglichen.
Anklingende Eigenschwingungen werden durch einen nichtlinearen Widerstand R; begrenzt.
Zustandsgrofien des Schwingkreises sind die Spannung u¢ an der Kapazitdt C' und der Strom
11, durch die Induktivitdat L, die beide normiert werden

1T = Uc, To = \/L/C . iL. (887)
Der nichtlineare Leitwert GG, und der nichtlineare Widerstand R; werden durch

_Go _ B _ v (1——:‘%);%“;3(“) (8.88)

c L 2
mit reellen Konstanten v und Ry modelliert. Damit Phasenschwankungen neben Amplituden-
schwankungen entstehen kénnen, wird z. B. mit (w = wy)

Clar(t), 22(t)) = % (w 45 ( (1) + 73(t) — R0)>_2 (8.89)

eine nichtlineare Kapazitét eingefiihrt. Es wird eine Schwingung der Periode ¢; untersucht. Fiir
die Zustandsgréflen z; und x5 erhilt man die Differentialgleichungen

B = %(1—9”3@1{;85”3@):51@)—@@) (w+ﬂ( x%(t)+x%(t)—R0>>, (8.90)

By = %(1_%89”3“)) 22(t) + 21 (1) (w+ﬂ< x%(t)+x§(t)—R0)>. (8.91)

Somit miissen v; und vy

5 = _(1 (1_x%<t>+x%<t>_2x%<t>>_ ; m(t)xz(t)())m(t)
t

R} Rj 22(t) + 22
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_ (=m0t TR0 d0 ),
7 - +ﬂ< 1(t) + z35(¢) R0>+ﬂ = +x%(t)> o(t), (8.92)
N $1(t)$2(t) —w— 332 T _ _ x%(t) v
V2 = R2 5( 1(t) + 2(t) RO) g x% g x%(t)) l(t)
A,z +230) L 23) n(t)ea(t)
2 (1 R} "R >+ ,/mg(t)ﬂg(t)) 20 (893)

geniigen. Die 5 Randbedingungen lauten
.TZ(tf) = .Z‘Z(O), 1= 1, 2, .’EQ(O) = 0, Ul(tf) = ’1)1(0), ’1)1(0) .Tl(O) -+ 1)2(0) .1‘2(0) =1. (894)

Die Periode t; ist frei bzw. durch die nichtlineare Randbedingung festgelegt. Die Parame-
ter 3 und Ry sollen so bestimmt werden, daf das Phasenrauschen (Gleichung (8.82) mit
¢ = 0), verursacht durch das Rauschen des nichtlinearen Leitwertes G, und des nichtlinearen
Widerstandes Rp,

(2:7];)2 % /Otf o' () G(t) (1) GT(t) v(t)dt (8.95)

minimal wird. Die Autokorrelationsfunktionen beider Rauschquellen werden als gleich ange-

J[ﬁa Ro] =

nommen, wobei die Rauschquellen nicht miteinander korreliert sind
<& &(E+T) > =< &) &EME+T) > = §(1) K(21(2), 22(21)). (8.96)

K wird als abhingig von der Amplitude des Grenzzyklus angenommen

K (t) = exp (23(t) + 23(1)) - (8.97)
Damit sind
I () = ((1) 2) und  G(t) = ( Ig(t) Ig(t) ) . (8.98)
Somit ergibt sich fiir J die &quivalente Formulierung
J[8,Ro] = %% /0 7 K@) (v3(2) + w2 (1)) dt. (8.99)
Die Losung lautet nach Anzill [3]
B =0 22(t) = Ry sin(wt),
Ry =1, vi(t) = ((BRo/7) cos(wt) — sin(wt)) /(Row), (8.100)

z1(t) = Ro cos(wt), va(t) = ((BRo/7)sin(wt) + cos(wt)) /(Row)

und die Periode ist t; = 27/w. In den nachfolgend aufgefiihrten numerischen Berechnungen
sind die Konstanten
fm=1 w=2m ~y=1 (8.101)

verwendet worden.
Der minimale Wert des Zielfunktionals ist J = exp(1)/(27)? = 0.068854883....
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Abbildung 8.35: Losungsverlauf fiir den rauschminimalen van-der-Pol-Oszillator
(direktes Kollokationsverfahren fiir 7 markierte dquidistante Gitterpunkte
(——— ) und analytische Losung (——)).

Tabelle 8.13: Konvergenzverhalten bei der Rauschminimierung des van-der-Pol-Oszillators.

NG | NY | NEQ | NIT | eopr | €nrT J ERR EST
7| 33 31| 52| 1.E-3 | 1.E-4 | 0.06854596 | 0.449% 0.469%
21 | 103 | 101 6| 1.E-5 | 1.E-6 | 0.06885212 | 0.0040% | 0.0041%
411203 | 201 5| 1.E-6 | 1.E-8 | 0.06885471 | 0.00025% | 0.00026%

NG | NzZJ | CPU B Ry ERR ty ERR
7| 37.9% 8 | 0.2436E-04 | 1.0000727 | 0.0073% | 1.0015737 | 0.157%
21 | 12.5% 24 | 0.7262E-05 | 0.9999984 | 0.0002% | 1.0000135 | 0.0014%
41 | 6.4% | 126 | 0.9620E-05 | 1.0000036 | 0.0004% | 1.0000008 | 0.00008%

Als Starttrajektorien werden Z,(t) = 0.1, Z2(t) = 0.1, Z3(t) = 01(t) = 0, Z4(t) = Do(t) = 0,
Z5(t) = t/t; und t; = 1.1, B = 0.1, Ry = 0.1 verwendet. Das Konvergenzverhalten gibt
Tabelle 8.13 wieder. Dort ist auch die Schitzung EST (wg) des relativen Fehlers ERR im

Zielfunktional J aus Kapitel 5.4 angegeben, die hier bemerkenswert gute Fehlerschranken liefert.
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8.7 Weitere Anwendungen

Die in dieser Arbeit entwickelte direkte Kollokationsmethode DIRCOL konnte erfolgreich auch
auf weitere Probleme angewandt werden. An dieser Stelle sollen einige davon zitiert werden,
ohne jedoch im Detail darauf einzugehen.

Massenoptimale Aufstiegsbahnen von Tréigerflugzeugen werden von Chudej in [35] und vom Au-
tor in [138] untersucht. Dabei wird besonderer Wert auf die Berechnung von Néherungswerten
fiir die adjungierten Variablen gelegt.

Optimale Wiedereintrittsbahnen eines Raumfahrzeuges in die Atmosphére der Erde untersu-
chen Kreim, Kugelmann, Pesch und Breitner in [81]. Sie verwenden mit DIRCOL erfolgreich
berechnete Losungen und Schitzungen der adjungierten Variablen als gute Startwerte fiir das
Mehrzielverfahren.

Breitner untersucht in [18] optimale Riickkopplungssteuerungen fiir den Wiedereintritt eines
Raumfahrzeuges in die Atmosphére bei unsicheren Luftdichteschwankungen. Er verwendet DIR-
COL zur Berechnung einer speziellen Losung und zur Schitzung der zugehérigen adjungierten
Variablen, um mit dieser Losung die Mehrzielmethode aufzusetzen.

Zur Berechnung der Losung eines Optimalsteuerungsproblems, die als Ausgangswert zur Losung
von dynamischen Verfolgungsspielen in der Luftfahrt verwendet wird, konnen Lachner, Breitner
und Pesch den Algorithmus erfolgreich einsetzen [82].

Miksch [96] verwendet DIRCOL mit Erfolg zur Berechnung optimaler Steuerungen des Greifers
des Manutec r3 entlang vorgeschriebener Bahnen zur Reduktion des Bahnfehlers im Experi-
ment.

Moder untersucht den einfachen und doppelten zeitoptimalen Fahrspurwechsel eines Kraftfahr-
zeugs mit Hilfe von DIRCOL [97].

Der iterative Entwurf eines umfassenden dynamischen Modells eines Unternehmens mittels
Simulation und optimaler Steuerung wird von Breitner, Koslik et al. in [19], [20] und [77]
untersucht. Zur Losung einer Vielzahl an Optimalsteuerungsproblemen wird DIRCOL dabei
erfolgreich eingesetzt. Auch die komplizierte Schaltstruktur eines speziellen Problems und die
adjungierten Variablen kénnen so gut geschitzt werden, so dafl das Mehrzielverfahren erfolg-
reich terminiert.
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Kapitel 9

Zusammenfassung

Ein neues und effektives Verfahren zur Losung optimaler Steuerungsprobleme unter Beriicksich-
tigung von Beschriankungen der Zustands- und Steuervariablen ist entwickelt und implementiert
worden. Das Verfahren beruht auf Diskretisierungen der Steuer- und Zustandsvariablen, mit
denen die Steuerungsprobleme auf Optimierungsprobleme in endlich-dimensionalen Rdumen
zuriickgefiihrt werden.

Die neue Methode ist sehr einfach zu handhaben: Es sind aufler den die Problemstellung be-
schreibenden Funktionen keine weiteren Informationen wie partielle Ableitungen oder adjun-
gierte Differentialgleichungen vom Benutzer bereitzustellen. Eine Berechnung der optimalen
Steuerung nach dem Minimumprinzip ist nicht erforderlich. Auflerdem ist das Verfahren robust
und weist gute Konvergenzeigenschaften auf. Es ermdglicht die Berechnung zuverldssiger Nihe-
rungswerte fiir die adjungierten Variablen und fiir die oft komplizierten Schaltstrukturen beim
Vorliegen von Beschriankungen der Steuer- und Zustandsverdnderlichen. Die Methode liefert
vorziigliche Ausgangswerte fiir eine weitere Behandlung durch das Mehrzielverfahren.

Am Beispiel der optimalen Steuerung einer Boeing 727 durch Fallwinde wurde dargestellt, daf§
der rechenintensive Aufwand fiir die Aufstellung von Homotopieketten beim Mehrzielverfahren
mit Hilfe der neuen Methode erheblich reduziert wird. Die Effizienz des Verfahrens wurde auch
an der zeit- und energieminimalen Optimierung der Bahnen von Greifern an Industrierobo-
tern demonstriert. Zudem wurde gezeigt, dal optimale Roboterbahnen, wie sie mit der neuen
Methode berechnet werden, direkt in die Praxis umgesetzt werden kénnen.
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