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NOTATION VIl

Notation

Falls nichts Weiteres angegeben ist, werden in dieser Adbeihier genannten Notationen ver-
wendet.

1. Mengen und deren Elemente
Die Menge der naturlichen Zahlen wird mit dem Symbol:= {1,2,...} bezeichnet. Es
wird angenommen, dass die Null nicht in dieser Menge erghadt. Die naturlichen Zahlen
inklusive der Null werden milN, := INU{0} bezeichnet. Als Symbol fiir die ganzen Zahlen
wird Z, fur die reellen ZahleiR verwendet. Fir alle weiteren Mengen werden Mengenzei-
chen, wie z. BA oderB gesetzt.

Die skalaren Elemente einer Menge werden mit gewohnli¢gdlembuchstaben, z.Br €
IR, Spaltenvektoren mit fetten, z. B. € IR", n € IN und Matrizen mit grof3en und fetten
Buchstaben, z. BH < IR™*™ mitn, m € IN, geschrieben.

2. Funktionen
Der Ubersichtlichkeit halber wird die Auswertung einer Fuokt (z(t), u(t), t) auch durch

[l = fz(ta), u(ta), t,) abgekiirzt.

3. Ableitungen
Fur Zeitableitungen wird die gebrauchliche Schreibweis- (f—mt undz = fT;” verwendet.
Partielle Ableitungen werden teilweise dadurch gekerutwest, dass die Variable, nach der

abgeleitet wird, als Index angehangt wird, wie z. B. ei= 7~ oder f,, 1= 7 -.

4. Indizierung
Falls es sich nicht um eine Ableitung handelt, wird der reciritere Index fur die Nummerie-
rung der Variablen verwendet. So hat der Vekto IR"* die Komponenten, zs, ..., z,,.

Um eine Anzahl auszudriicken, werden die Buchstabamdm verwendet, und ihre Indizes
driicken aus, welche Anzahl genau gemeint ist.

Rotationsmatritzen tragen im linken oberen und rechtearentindex die Koordinatensys-
teme, zwischen denen sie transformieren. Vektoren tragdgmem linken oberen Index das
Koordinatensystem, in dem sie dargestellt sind. Ist diglsessinertialsystem, so wird der
Index weggelassen. Demnach ditt = 4 Rp%r.

Steht im rechten oberen Index ein Minus bzw. Plus, so beretaties den linksseitigen bzw.
rechtsseitigen Grenzwert einer Funktiofit, ) := liTm z(t) undz(t)) == lilm x(t).
tTt; tlt;
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5. Logische Operatoren

Tabelle 1: Operatoren

A, V, logisches UND, ODER und exklusives ODER
—, logische Implikation und\quivalenz

a logische Verneinung

6. Problemspezifische Bezeichnungen

Tabelle 2: Bezeichnungen bei diskreter und kontinuiedidBptimierung

Y kontinuierliche Problemvariable (reell)

z diskrete Problemvariable (ganzzahlig oder binar)

A, 1 Lagrangemultiplikatoren

R, g, h Zulassiger Bereich, Gleichungs- und Ungleichungsnebéinb
gungen

d Kosten- bzw. Zielfunktion

Tabelle 3: Bezeichnungen bei gemischt diskret-kontitigieer Optimalsteuerung

t, to, ty Zeit, Anfangs- und Endzeit
x Zustandsvariablen
u, w kontinuierliche und diskrete Steuerungen
D, q kontinuierliche und diskrete Steuerparameter
g, h Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen
i, r Transitions- und Rand- bzw. innere Punktbedingungen
f rechte Seite einer Zustandsdifferentialgleichung
J, ®, L Zielfunktional, Mayer-Term und Integrand des Lagrangater
H, H Hamiltonfunktion und erweiterte Hamiltonfunktion
7. Einheiten

Zur Kennzeichnung von Gro3en wird dakEinheitensystem (frz.: Le Systeme international
d’'unites) verwendet.



Kapitel 1
Einleitung

Wegen der standig wachsenden Anforderungen bei der Riannd Erfillung von technischen
Aufgaben in den verschiedensten Bereichen, unter Beiditikgung von Kosten, Sicherheit, Qua-
litat und Komfort, reicht es nicht aus, nur kontinuierkcbder diskrete Vorgange unabhangig von-
einander zu bertcksichtigen, sondern es besteht die Moigkeit, diese Bereiche gemeinsam
zu betrachten, da sie oftmals stark ineinander verwobehwsid erheblichen Einfluss aufeinander
austiben. Um dies zu bewerkstelligen, miussen die vedehén Gebiete der diskreten, kontinuier-
lichen, dynamischen und globalen Optimierung sowie deinggéen Steuerung zusammengefuhrt
werden.

Die Verbindung dieser Bereiche resultiert in der gemisaskreét-kontinuierlichen Optimalsteue-
rung, die eine Erweiterung der herkdbmmlichen Optimalsteng um diskrete Parameter und dis-
kretwertige Steuerungen darstellt. Damit ist es moglginridedynamische Systeme zu untersu-
chen, die bisher in keinem der genannten Bereiche fur sblafdelt werden konnten. In Zusam-
menhang mit technischen Aufgabenstellungen werden Sesaéshybrid bezeichnet, die verschie-
dene Konfigurationen haben und zwischen unterschiedlibha wechseln kodnnen, wobei sie
innerhalb einer Konfiguration oder eines Modus kontinigeds Verhalten aufweisen. Diese Kon-
figurationen und Modi werden haufig mit diskreten Paranmeterd diskretwertigen Steuerungen
modelliert. Um die Komplexitat, die durch die diskretendaeter und Steuerungen hinzukommt,
in den Griff zu bekommen, missen neue theoretische Urdieusigen und neue numerische Ver-
fahren untersucht werden.

Der Herausforderung gemischt diskret-kontinuierlichpti@alsteuerungsprobleme wurde erst in

den letzten Jahren systematisch nachgegangen. DiesUiegeéinen an der fortschreitenden Ent-

wicklung von Verfahren zur Losung von kontinuierlichen t@palsteuerungsproblemen, die es

erlaubt, komplexe Vorgange mit vielen Freiheitsgrademniziersuchen, zum anderen an den neu-
en Algorithmen der diskreten Optimierung, die ProblemeTaiisenden von Variablen losen, und

nicht zuletzt an der Weiterentwicklung der Computer, dieresoglicht, die ndétigen Berechnungen

in akzeptabler Zeit durchzufiihren. Dennoch befindet sielFdrschung im Bereich der gemischt

diskret-kontinuierlichen Optimalsteuerung noch am Agfémer Entwicklung.
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1.1 Anwendungsprobleme

Die folgenden Anwendungen sollen verschiedene SzenaeeRegelungs- und Steuerungstech-
nik zeigen, in denen gemischt diskret-kontinuierlichei@pisteuerung eingesetzt werden kann.

Unteraktuierte Roboter

Ein Beispiel fur ein hybrides mechanisches System ist
der unteraktuierte Roboter R2D1, siehe Abbildling 1.1,
der am Lehrstuhl fur Steuerungs- und Regelungstechnik
der Technischen Universitat Minchen entwickelt wurde
(MBS98). Bei diesem Roboter handelt es sich um einen
planaren Zweiarmroboter (auch SCARA genannt), der
mit zwei Drehgelenken ausgestattet ist, wobei das am
Montagepunkt liegende Schultergelenk einen zu steuern-
den Motor besitzt, der den daran befestigten Oberarm
und den anschlieRenden Unterarm bewegt. Im Ellbogen-
gelenk zwischen Ober- und Unterarm ist nur eine Kupp-
lung zum Freigeben oder Fixieren des Unterarms vor-
Abbildung 1.1: Unteraktuierter Robo-handen. Wird die Kupplung fixiert, sind Ober- und Un-
ter R2D1 (MBS90) terarm starr verbunden, und ein Freiheitsgrad des Sys-

tems geht verloren. Dieser Freiheitsgrad muss erneut be-
racksichtigt werden, sowie die Kupplung freigegeben windl der Unterarm wieder frei schwin-
gen kann. Es ist unbekannt, wie viele Schaltungen stattiirdafur ist bei nur einer Kupplung die
Schaltreihenfolge klar, da nur zwei Zustande existiedé®,abwechselnd angenommen werden:
Kupplung offen und Kupplung geschlossen. Das Schaltealtshiérdings eine kombinatorische
Komplexitat, sobald weitere Gelenke mit Kupplungen hgefiigt werden. Hinzu kommt noch
das chaotische Verhalten wie bei einem Doppelpendel, fialsrere Kupplungen geoffnet sind.
Berechnete Losungen sind damit unter Umstanden instiadilkonnen nicht ohne weiteres auf
einem realen Roboter eingesetzt werden.

Weitere Gelenke verursachen Kosten bei der Produktion dbstRrs, erhdohen aber seine Mog-
lichkeiten bei der Erledigung von Aufgaben. Durch diskriésgameter ist es auch moglich, die
Anzahl der Gelenke, die zur Erledigung einer Aufgabe néitigl, bei der Optimierung zu beriick-
sichtigen.

Ahnliche Problemstellungen mit Schaltungen sind Ubatatt zu finden, wo Systeme Schalter
besitzen, die im zeitlichen Verlauf an- und abgeschaltetiere konnen. Dabei kann es sich bei
den Systemen um elektronische Bauteile, verfahrenstedimmiAnlagen, usw. handeln.

Roboterful3ball

Ein Szenario, das Raum fur gemischt diskret-kontinuwsbdi Optimalsteuerung bietet, stellt der
RoboCup dar, die Weltmeisterschaft im Roboterful3ball.rdied verschiedenartige autonome
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(a) Problem der Aufgabenverteilung (b) Sony Aibos

Abbildung 1.2: Autonome Roboter beim Ful3ballspielen

Robotersysteme vertreten, die in verschiedenen Ligendtuftielen.

In der Small-Size-Liga spielen kleine, aul3erst schnellehrradrige Roboter. Das Spielgeschehen
wird durch eine Deckenkamera verfolgt, deren Bilder voregirexternen Rechner ausgewertet
werden. Aufgrund dieses globalen Wissens tiber die Spiatson erfolgt die Verhaltenssteuerung
der einzelnen Roboter. Die Roboter selbst besitzen nurididié Regelung der Motoren notige
Rechenleistung.

Im Gegensatz dazu sind die Roboter der Middle-Size-Lighattbnom mit eigenen Kamerasys-
temen und eigenem Computer. Die Mannschaften besteheadgetriebenen Robotern, die Uber
eine drahtlose Verbindung miteinander kommunizieremiein

Der gleiche Autonomiegrad wie bei der Middle-Size-Ligaaisth in der Vierbeiner-Liga zu finden.
Hier kommen ausschlief3lich die von Sony kommerziell vebteinen Aibo-Hunde, die in Abbil-
dung[L2 zu sehen sind, zum Einsatz. Die stark beschraieesourcen an Rechenleistung und
die Qualitat der Kamerabilder stellen hier neben der \@rrigen Bewegung die grof3te Heraus-
forderung dar. Dennoch ist mittlerweile flissiges Ful@madll moglich, auch wenn Teamstrategien
nur in begrenztem Rahmen verwirklichbar sind.

Als Konigsklasse im Roboterful3ball kann die Humanoidégalangesehen werden, deren Teil-
nehmer dem Menschen nachgebildete Roboter sind. Eindés$piel kann hier jedoch noch
nicht erwartet werden, da stabile zweibeinige Bewegungemnsie fur das Ful3ballspiel notig sind,
von autonomen Robotersystemen erst anfanglich bewalégden konnen.

Zur Planung von Spielzuigen, zur Optimierung der aktueBprelsituation konnen Aufgaben wie
,Ball dribbeln‘, ,Ball schieRen‘,Gegner decken’, usw. den einzelnen Robotern zugewiesen wer
den. Die Verteilung dieser Aufgaben kann im zeitlichen &eflimmer wieder wechseln. Bei der
Zuweisung sollten nicht nur aktuelle Position und Oriemntng der Roboter, sondern auch de-
ren physischen Fahigkeiten, die durch die dynamischeneBangseigenschaften gegeben sind,
berticksichtigt werden. Auf diese Weise kann eine optirsatategie im Prinzip als Losung eines
gemischt diskret-kontinuierlichen OptimalsteuerungbpEms gewonnen werden. Diese Losung
kann bei theoretisch gleicher Datenlage jeder im Teami&lir serechnen, wodurch ein optima-
les Zusammenspiel auch ohne Kommunikation moglich ist.Koatinuierliche Teil ist durch die
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Abbildung 1.3: Optimierung der Reihenfolge von Wegpunkten

Bewegungsdynamik der Roboter gegeben, diskrete Schaltustgllen die Zuweisung einzelner
Aufgaben oder Rollen dar. Die kombinatorische Komplebstigt mit der Anzahl der Spieler,
ihrer Rollen und der moglichen Passe.

Problemstellungen dieser Art lassen sich tUberall dorefiadvo mehrere mobile Systeme koope-
rieren mussen.

Rundreiseprobleme von Flugzeugen und Robotern

Betrachtet wird ein Gebiet, in dem es haufig zu Waldbraridenmt. Durch Satellitenfotos oder
andere Luftaufnahmen aus grof3er Hohe kdnnen diese Raygidrerwacht werden. Die Auswer-
tung der Aufnahmen liefert mogliche Brandherde, die weitgersucht werden missen, um Fehl-
einsatze zu vermeiden. Mit diesem Ziel werden Wegpunktaditonome Flugzeuge festgelegt, an
denen Nahaufnahmen gemacht werden sollen, um einen Vérdastkerwerfen oder zu bestati-
gen. Fur einen erfolgreichen Einsatz der Loscheinhagerine moglichst schnelle und exakte
Auswertung notwendig. Ein solches Szenario wird z. BLin (MID5) betrachtet. Hier wird die
Zusammenarbeit verschiedener Flugsysteme untersucht.

Falls mehrere mogliche Brandherde vorliegen, kann die&tgolge, in der die Wegpunkte besucht
werden, entscheidenden Einfluss auf die Gesamtzeit bis Aigchieinsatz haben. Die Reihenfolge
der anzufliegenden Punkte, von denen aus die Aufnahmenagssshwerden sollen, ist eng an die
Flugbahn gekoppelt, da es sich bei dieser um eine glatteskhaxdelt, die durch die individuellen,
flugmechanischen Eigenschaften bestimmt wird.

Wie in AbbildundI.B dargestellt, kbnnen aufgrund der @it der Kurven Flugbahnen zwischen
je zwei Wegpunkten nicht unabhangig vom Restverlauf degdd betrachtet werden.

Die Minimierung der Flugzeit unter Beriicksichtigung deilienfolge der Wegpunkte, der Aerod-
und Bewegungsynamik der Flugzeuge und der sich darausesrdeb Flugbahnen fuhrt auf ein
gemischt diskret-kontinuierliches Optimalsteuerungbfam.

Aufgaben in automatisierten Fertigungsstral3en, wie deB8&on Schweil3punkten in der Auto-
mobilfertigung, fuhren auf die gleiche Problemstellunig wie Berechnung von Flugbahnen mit
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optimaler Reihung der Wegpunkte. In diesem Fall ist einenigde Reihenfolge der Schweil3punk-
te ebenso wiinschenswert, wie eine optimale Ansteuerun@elenke des Roboters. Verharrt der
Manipulator wahrend des Schweil3ens, so kdnnen die Bahmechen je zwei Schweil3punkten
unabhangig von der restlichen Aufgabe berechnet undeftildh optimal gereiht werden. Bei

einem Roboter mit redundanten Freiheitsgraden bestadrtdalgs die Moglichkeit, dass er sich
wahrend des Setzens eines Schweil3punktes weiterbewegip#malen Nutzung dieser Freiheit
muss das Problem der Steuerung und Reihenfolge geschlosseachtet und gelost werden, da
nun die Bahn nach einem Schweil3punkt von der Form der vgégreBahn beeinflusst wird.

In beiden Szenarien besteht zusatzlich das Problem déisiéakvermeidung, falls mehr als nur
ein Robotersystem zum Einsatz kommt.

Einreihen an Verkehrsengpassen

N em=t
Do, . ,;l/ - @
@ L vy y
A ™ |
AN
LN
AN
SO
. '\.FQ
(a) Problem der optimalen Landereihenfolge (b) Flugzeuge im Landeanflug auf Frankfurt

Abbildung 1.4: Landeanflug von Flugzeugen

Die Kapazitaten der Flughafen in Ballungszentren sinastreusgelastet. Einen wesentlich be-
schrankenden Faktor stellen hier die Mindestabstandeddadie Flugzeuge beim Landeanflug
einhalten missen. Diese Mindestabstande sind aufgrand.uftverwirbelungen, eines naturli-

chen Resultats des aerodynamischen Auftriebs, gegebéarsoniedliche Flugzeugtypen verur-
sachen mehr oder weniger starke Verwirbelungen. Es hamit\vom Flugzeugtyp ab, wie gross
der Einfluss bestehender Verwirbelungen auf die Flugeteiten ist.

Bei einer Landung mussen strenge Sicherheitsrichtlibeachtet werden, wobei unterschiedliche
Interessengruppen verschiedene Optimierungszielelgerfolm Interesse des Flughafenbetrei-
bers liegt eine moglichst hohe Auslastung, wahrend diglilien an einer moglichst genauen
Einhaltung der Ankunftszeiten und die Anwohner z.B. anmger Larmbelastung interessiert
sind.

Um all diesen Kriterien Rechnung zu tragen, ist es notwenghkgignete Landetrajektorien flr
die Flugzeuge zu bestimmen. Die Trajektorien hangen vorLdedereihenfolge ab, die wieder-
um von den aerodynamischen Eigenschaften der einzelngzdtige beeinflusst wird. Die ge-
meinsame Berechnung der optimalen Reihenfolge und dezkiaajen stellt ein gemischt diskret-
kontinuierliches Optimalsteuerungsproblem dar.
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1.2 Stand der Forschung und Literaturtiberblick

Anwendungen

Im Bereich der Verfahrens- und Prozesstechnik treten gieeischt diskret-kontinuierliche Frage-

stellungen auf. In(Gro04) werden verschiedene nichttimdeskret-kontinuierliche Optimierungs-

probleme bei der Vorgangskettenintegration betrachtiet. Hbagestellungen reichen von der Pla-
nung bei Umristvorgangen bis hin zu Batchdestillatioosfgmen. Diese werden auch in

(OMHLO03) untersucht, wobei hier Optimalsteuerungsauégaetrachtet werden.

Auch im Bereich der Steuerung von Fahrzeugen wird hybriden@jsteuerung untersucht. In

(BGO3) wird die Schaltung eines Motorrads mit drei halbawatischen Gangen als zeitdiskre-
tes, lineares Problem untersucht. In_(Ger05) wird ebenfathe Gangschaltung optimiert, hier
allerdings fur ein Auto bei der Ausfuihrung eines doppelBpurwechsels. Fur die Berechnungen
wird ein nichtlineares Einspurmodell, ein vereinfachtecienmodell des Eigenlenkverhaltens
des Fahrzeugs, verwendet.

Im Bereich der Robotik werden haufig unteraktuierte Rob(#BS98; BSBS00; BHS02; AB03;
WL04) untersucht. In diesen Arbeiten jeweils nur mit einddueerten und einem geschalteten Ge-
lenk. In (BHS02) wird auch eine Mehrarmtransportaufgabensnicht. Hier besteht die Aufgabe
darin, ein Objekt von einem Roboterarm zum anderen weiggtzen, wobei jeweils ein oder zwei
Arme das Objekt greifen konnen und Kontakt zum Boden halaemkEin ahnliches Problem mit
verschiedenen Kontaktsituationen entsteht bei mehdpeimiLaufen. Je nach Laufmuster haben
unterschiedlich viele Beine gleichzeitig Kontakt mit dermd&n. Untersuchungen bei vorgegebe-
nen Laufmustern konnen in (HS00) gefunden werden.

Auch fur mobile Roboter oder unbemannte Flugzeuge werglbnde Fragestellungen untersucht.
Dies beinhaltet Aufgabenverteilung bei kooperativem ¥édn aber auch Kollisionsvermeidung
zwischen den einzelnen Objekten (ED0O5; EDO4).

Die Untersuchungen kombinatorischer Probleme wie Rusdpeobleme oder Reihenfolgeopti-
mierung bei gleichzeitiger Optimierung von Trajektori@mdsdem Autor nicht bekannt.

Modellierung hybrider Systeme

Um zu einer Regelung oder Steuerung fur ein gemischt digknetinuierliches, zeitveranderliches
dynamisches System zu gelangen, muss die Problemstellundglast geeignet in verschiedenen
Abstraktionsebenen modelliert und formuliert werden.

Bei der Modellierung und Verifikation kommen haufig Werkgewwum Einsatz, die aus der Gra-
phen- und Automatentheorie bekannt sind. Diese Werkzdaundersden letzten Jahren in Hinblick
auf die gemischt diskret-kontinuierlichen zeitveranideen Systeme, speziell auf die Klasse der
hybriden geschalteten Probleme modifiziert worden. Waibnestet ist die Verwendung vohny-
briden Automatemnd deren Varianten (ACHH32; GB98; Hen00; BL.02; JL'S03; Al;@4e als
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Verallgemeinerung voreitlich abgestimmten Automat@ngl.timed automatdAlu99)) betrach-
tet werden kénnen. Kontinuierliche Vorgange finden hiedén Knoten statt, diskretébergange
in den Kanten. Knoten und Kanten sind mit Gleichungen, de$\stem beschreiben, markiert.
Diese Gleichungen sind meist identisch mit denen, die zemEberung eines Optimalsteuerungs-
problems verwendet werden. Hybride Automaten geben digkir der Phasen eines Optimal-
steuerungsproblems gut wieder, weswegen sie zur Modelliegemischt-ganzzahliger Optimal-
steuerungsprobleme geeignet sind.

Eine weitere Moglichkeit der Modellierung bieten Pettzee(MOE93| BSN 99). Die Theorie die-
ser Netze geht zuriick auf die Dissertation von Carl Adami,P€62. Klassische Petrinetze sind
bipartite Graphen, also Graphen, deren Knoten in zwei Eilpen, hier Platze und Transitionen,
unterteilt werden konnen, wobei innerhalb der Teilmenkeine Kanten vorhanden sind. Platze
modellieren Bedingungen oder Zustande, Transitioneredéggnisse. Kanten gehen von Platzen
(Vorbedingungen) zu Transitionen und von Transitionerderam zu Platzen (Nachbedingungen).
Die Kanten konnen dabei noch mit Gewichten assoziiert erer@er aktuelle Zustand des Net-
zes ist durch Marken in den Platzen gegeben. Sind alle dangangen durch ausreichend viele
Marken besetzt, so findet eine Transition statt. Die MarleMdrbedingungen verschwinden, die
der Nachbedingungen werden gesetzt. Zu einem Petrinetz &arErreichbarkeitsgraph assozi-
iert werden, der zur Verifikation verwendet werden kannriRetze sind gut geeignet, um auch
nebenlaufige Geschehnisse zu modellieren. Allerdingsgsin Petrinetze nicht unmittelbar die
Struktur von gemischt-ganzzahligen Optimalsteuerurajgpmen wieder. Diese findet sich erst
im Erreichbarkeitsgraphen.

Bondgraphen wurden in_ (Mos97) fur die Modellierung von hgbn Systemen weiterentwickelt.
Sie werden als gerichteter Graph dargestellt, dessen Kig#aelemente eines Systems sind und
dessen Kanten (Bonds) gerichtete Energieflisse. EinigelBaente dienen als Energiespeicher,
wie Kapazitaten fur potentielle Energie (Feder, Kon@geog und Tragheiten fur kinetische Ener-
gie (Massentragheit, Induktivitat), andere dlsertragungselemente, die die Wirkung von Hebeln,
Zahnradern, Transformatoren fir Wechselspannung addr Kreiseleffekten darstellen. Weitere
Knoten beschreiben die Verknuipfungen der Energieflisdse,Gleichungen fur die den Energief-
luss beschreibenden Grof3en. Die Kanten des Graphen ledpem mer Flussrichtung durch eine
weitere Marke auch die kausalen Zusammenhange fir adi8&sr, die den Energiefluss erzeugen,
fest. Die Modellierung mit Bondgraphen erfolgt sehr nah imzeinen Bauteilen des betrachteten
Systems, weswegen Bondgraphen fur abstraktere Betragdtuals ungeeignet erscheinen.

Die mathematischen Problemformulierungen, die sich ansbigher erwahnten Modellierungs-
ansatzen ergeben, haben nicht in erster Linie die Zielsgtder numerischen Optimierung ei-
ner Steuerung. Hier mussen Formulierungen gefunden wedie zum einen vom gewinschten
Optimierungsverfahren verwendet und zum anderen im Sienengmerischen Optimierung als
gutartig betrachtet werden konnen. Ein Ansatz, der dabl®&min Hinblick auf Fragestellungen

der Optimierung formuliert, ist die (generalisierte) disktive Programmierung (generalized dis-
junctive programing, GDP) (Gro04; GLI03; Gro02; LG01), ber 8oolesche Variablen verwendet
werden, und das Problem verschiedener moglicher Sysstirmle durch Disjunktionen model-
liert wird.
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Zeitdiskrete geschaltete und hybride Systeme werden in98Nh einen gemischt logisch dyna-
mischen (mixed logic dynamic, MLD) (BM99) Rahmen gesteiitnb aquivalent dazu als stiick-
weise affine Systeme beschrieben (Bem04). Darauf basierertEn in((BBMOD) online Optimal-
steuerungsprobleme gelost, welche die Minimierung geteter Fehler bei einer Pfadverfolgung
uber einen endlichen Horizont zur modellbasierten Reggeheinhalten. Die kirzlich entwickel-
te Beschreibungssprache HYSDEL (TB04) erlaubt es, eined¢laiskreter hybrider Automaten
zu formulieren, die anschlielend automatisch in gemismhisthe dynamische Systeme uber-
setzt werden. Die schrittweise Herangehensweise von dgtorAutomaten tiber mathematische
Modellierung zu Problemformulierungen fur die numerisdtdsung erscheint am sinnvollsten,
daher wird das Konzept auch in dieser Arbeit verfolgt.

Automaten, Graphen und Netze bieten Werkzeuge, um hybyisie®e darzustellen und zu veri-
fizieren. Hier besteht insbesondere noch Forschungsblediager Verifikation nichtlinearer Sys-
teme und Systemen mit unendlich vielen diskreten Zustander Verifikation wird die Struktur
eines Automaten in modale Logik Ubersetzt, die als Glaigsu und Ungleichungssysteme fur
binare Variablen dargestellt werden kann. Diese Gleigsuaond Ungleichungssysteme werden in
dieser Arbeit als Nebenbedingungen fur ein gemischtritoatinuierliches Optimalsteuerungs-
problem genutzt.

Optimierung diskret-kontinuierlicher Systeme

Die Verfahren zur Optimierung von gemischt diskret-koutanlichen Optimalsteuerungsproble-
men lassen sich zunachst in zwei Gruppen einteilen. Zueneiferfahren, die erst das Problem
durch Diskretisierung in ein gemischt-ganzzahliges Otiongsproblem umwandeln, das an-
schliel3end gelost wird, und zum anderen solche, die dassgetdiskret-kontinuierliche Opti-
malsteuerungsproblem direkt angehen.

Verfahren, die auf der Umwandlung in ein gemischt-ganigaklOptimierungsproblem basieren,
konnen nochmals untergliedert werden in jene, die totadirBtisierung, also simultane Steuer-
und Zustandsdiskretisierung propagieren, und solcheyuidie Steuerungen diskretisieren.

Auf totaler Diskretisierung basierende Ansatze

Durch die totale Diskretisierung des Problems, z.B. duroidkation (GloQ0), ergibt sich ein
im Allgemeinen nichtlineares gemischt diskret-kontimlielhes Optimierungsproblem, wodurch
eine ganze Reihe von Verfahren fur diese Problemklass&tdangewandt werden konnen. Auch
bei zeitdiskreten Systemen, bei denen sich eine Diskeetisg erubrigt, miissen nichtlineare, in
Spezialfallen lineare (BBM0OQO; CM01), gemischt diskretkinuierliche Optimierungsprobleme
geldst werden. Einen gutdsberblick iiber Verfahren zur gemischt diskret-kontimliden Opti-
mierung geben die Artikel (GroD2; ASE99; BP03; Flo02), sodie Biicherl(Flo95; Kal02). Zur
Optimierung von gemischt diskreten Optimierungsproblemwerden im Wechsel verschiedene
Teilprobleme gelost. Die Verfahren werden je nach Art dafpfobleme klassifiziert (Gro0?2).
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Bei der aul3eren Approximation (engl. outer approximagtiMG90; [FL94; KAGB04) abwech-
selnd nichtlineare Teilprobleme zu fixierten diskretenidalen und ein linearisiertes gemischtes
Hauptproblem, zusammengesetzt aus unterstiitzendemehgren, gelost. Die Losung des ersten
Problems liefert eine obere Schranke, die des zuletzt ggeareine globale untere Schranke fir
die Kosten des Problems. In dem Losungspunkt eines melatlen Teilproblems wird dann die Li-
nearisierung des Hauptproblems verfeinert. Der Algoriteikonvergiert, falls die untere Schranke
grol3er der kleinsten oberen Schrabnke ist.

Bei der generalisierten Benders Dekomposition (Genadlienders Decomposition) handelt es
sich um eine Erweiterung der Benders Dekomposition (Ced&i)ist ahnlich aufgebaut wie eine

aul3ere Approximation, reduziert jedoch das Hauptprohlater Ausnutzung der Kuhn-Tucker-

Bedingungen und unter Elimination der kontinuierlichemi&alen. Die dadurch errechneten un-
teren Schranken sind allerdings nicht so streng, d. h. hehdie der aul3eren Approximation

(Gro02).

Erweiterte Schnittebenenverfahreén (WP95) benotigenekedsung von nichtlinearen Teilproble-
men, sondern verwenden nur die der Linearisierungen. Bnjdterationspunkt wird eine Lineari-
sierung der am starksten verletzten Nebenbedingung umdiesen Punkt hinzugefiigt und somit
dieser unzulassige Teil des Suchgebiets abgeschnittewekgenz ist erreicht, falls alle Nebenbe-
dingungen im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit esiiakt

Sehr verbreitet sinBranch-and-Bound/erfahreni(BMM99| LeyQ1; GL02). Hier wird fur den dis-
kreten Problemteil ein Suchbaum aufgestellt, bei dem iene#noten eine globale untere Schran-
ke fur die dort reprasentierte Teilmenge von Losungdidaten berechnet wird. Durch Vergleich
dieser unteren Schranke mit einer oberen Schranke kanchéedsen werden, ob sich die gesuch-
te Losung in der Teilmenge befindet oder nicht. Die Teilneandn denen eine Losung vermutet
wird, werden weiter aufgespalten und unterschatzt, leigdsuchte Losung gefunden ist.

Alle bisher erwahnten Verfahren gehen davon aus, dasslesisi ein konvexes Problem handelt,
d. h. alle nichtlinearen Funktionen bezuiglich der konenlichen und diskreten Parameter konvex
sind. In diesem Fall finden sie, falls vorhanden, die glol&isung des Problems. Im nichtkon-
vexen Fall muss fur die Losung der kontinuierlichen Teilgeme auf globale Optimierungsver-
fahren zurtickgegriffen werden. Die Varianten der dademtstehenden Verfahren unterscheiden
sich meist nur durch die Art und Weise, wie die eben bescanieb Verfahren mit den globalen
Suchverfahren gekoppelt sind.

Globale Optimierungsverfahren basieren fur gewohrdichraumlichen Branch-and-Bound-Ver-
fahren. Raumlich meint hier, dass der Raum der zulasdigetinuierlichen Variablen successive
unterteil wird. Zu jeden Teilbereich wird eine untere Scike fur die Kosten berechnet, wobei
nichtkonvexe Terme konvex unterschatzt werden (ADENSFAFEN98D; | AAF00). Der grofite
konvexe Unterschatzer ist dabei die konvexe Hulle. Bediche deren untere Schranke grofer
einer oberen ist, werden von der weiteren Suche ausgesehloslervorzuheben ist hier das
Branch-and-Bound-Verfahren. Eine Grundvariante wirdABDFEN98a) beschrieben. Alle im Pro-
blem vorkommenden Funktionen werden in Terme mit speniefiathematischen Eigenschaften,
wie z.B. lineare, bilineare, trilineare, gebrochen biéires gebrochen trilineare, eindimensionale
konkave und allgemein nichtkonvexe Terme, aufgespaltendiese separat zu behandeln, und
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damit moglichst gute konvexe Relaxationen zur Schrankeeagerung zu bekommen. Bei der Un-
terschatzung der allgemein nichtlinearen Terme durchiigische Funktionen wird ein Shiftpa-
rametera benotigt, der sich aus den zweiten Ableitungen berechiest lnd der dem Verfahren
seinen Namen gibt.

Ansatze die auf totaler Diskretisierung basieren habenvdeteil, dass die Verfahren, die aus der
gemischt-ganzzahligen Optimierung bekannt sind, direkieaandt werden konnen. Allerdings
konnen bei der Diskretisierung eines Problems Infornmetioverloren gehen. Es muss vorab eine
fur alle Teilprobleme im Suchbaum geeignete Diskretisigrgefunden werden, damit eine opti-
male Trajektorie berechnet werden kann. Die Diskretisigrualie fur ein Teilproblem zuverlassig
und schnell gute Losungen garantiert, kann fur ein arsd&dproblem vollig unzureichend sein.
Nach der Diskretisierung ist es nicht mehr moglich flexidef den tatsachlichen Systemzustand
einzugehen, weswegen die Transformation in ein gemisghtzphliges Optimierungsproblem
ungeeignet erscheint und in dieser Arbeit nicht verwendiet.w

Auf sequentieller Diskretisierung basierende Anatze

Eine Herangehensweise zur Losung von Optimalsteuervoigigonen ist die sequentielle Diskre-
tisierung. Hier wird der unendlichdimensionale Raum deusStungen durch einen endlichdimen-
sionalen approximiert. Somit konnen Approximationen@&uerungen durch Linearkombination
von Basisfunktionen dargestellt werden. Als Steuerpatandienen nun die Faktoren der Line-
arkombination. Das Optimalsteuerungsproblem wird somiin Optimierungsproblem fur die
Steuerparameter mit eingebetteter Dynamik Uibergefhes ist z. B. bei direkten Schiel3verfah-
ren der Fall. Die numerisch integrierte Dynamik wird algtiimeare Nebenbedingung aufgefasst,
womit es sich wieder um ein nichtlineares Optimierungsf@ebhandelt, das aber im Allgemei-
nen nicht glatt ist und sogar unstetig sein kann. Die obigerahigehensweisen konnen damit
nur fur bestimmte Probleme angewandt werden, bzw. esenidie Unstetigkeitsstellen geeignet
behandelt werden.

Unter geeigneten Voraussetzungen kann gezeigt werdes eda®ptimierungsproblem, das auf
die eben beschriebene Weise entsteht, die Voraussetzuagvdgachen Differenzierbarkeit, die
fur dasa Branch-and-Bound-Verfahren notwendig ist, erfullt. BRarameter, genant der zur
Unterschatzung der aus der Dynamik resultierenden Nefagmigpungen benotigt wird, 1asst sich
aus den Sensitivitaten zweiter Ordnung berechnen. Dagydabrige Verfahren hei@-Branch-
and-Bound-Verfahren_(EF00). Zur exakten Berechnung défp&rameters? muss auch die zu
unterschatzende Funktion in expliziter Form vorliegeasuwn Problemen mit eingebetteter Dyna-
mik wegen der Abhangigkeit des Zielfunktionals und der &dledingungen der Steuerparameter
nur selten der Fall ist. Um dieses Problem zu umgehen, wwedesthiedene Herangehenswei-
sen vorgeschlagen, die entweder auf geeigneter Schavmmngoder auf der Approximation der
Hesse-Matrix beruhen. Zum einen ist eine Schatzung nicittegenug, um zu garantieren, dass
die Funktionen Uberall konvex unterschatzt werden, und anderen ist die Approximation der
Hesse-Matrix zu aufwandig.

Das in [SB04) vorgestellte Verfahren benotigt keine Aolegen zweiter Ordnung. Basierend dar-
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auf, dass ein parameterabhangiger stiuckweise konvexegrand zu einem konvexen Integral
fuhrt, werden konvexe Unterschatzer fur Probleme nigesheinem nichtkonvexen Zielfunktio-
nal vom Bolzatyp mit linearer eingebetteter Dynamik kouigtrt.

Bei der Herangehensweise Uber sequentielle Diskraiisieergeben sich zwar Optimierungs-
probleme mit weniger Parametern als bei totaler Disketisig, jedoch stellt es eine grossere
Herausforderung dar, geeignete Gradientenapproxinmatibereitzustellen. Zudem besteht auch
hier, wie bei den Ansatzen mit totaler Diskretisierungs d&roblem, eine geeignete Diskreti-
sierung fur das gemischt diskret-kontinuierliche Opisteuerungsproblem zu finden. Aus die-
sen Grunden erscheint auch die sequentielle Diskratisieals ungeeignet zur Behandlung von
gemischt-ganzzahligen Optimalsteuerungsproblemen.

Ansatze ohne Vorabdiskretisierung

Bisher gibt es noch keine allgemeine Methode, um ein allgeasenichtlineares gemischt diskret-
kontinuierliches Optimalsteuerungsproblem global exakibsen. Die bisher beschriebenen Her-
angehensweisen diskretisieren zunachst das Problemeadasisien sich erst dann mit der Losung
der resultierenden Approximation. Die direkte Optimieg@mnes gemischt diskret-kontinuierlich-
en Steuerungsproblems ist in der Literatur nur selten umeh dar flr spezielle Problemklassen
zu finden. Die Herangehensweise findet dann meist Uber dien@gatsbedingungen statt. Mit
Maximumprinzipien fur hybride Systeme beschaftigerhgiee Arbeiten [(Wit66| Sus99; Pic99;
RKI1Z99;ISus00; XA00; RZK99).

Die Basis dieser Untersuchungen bildet das Pontrjaginsehemumprinzip (Gam29) fur konti-
nuierliche Optimalsteuerungsprobleme, das in (Wit68&itkontinuierliche Optimalsteuerungs-
probleme mit internen Schaltungen betrachtet wird. Hiedwauch gezeigt, dass die Kozustande
an den Schaltzeitpunkten gewisse Sprungbedingungeltearfiaissen. Auch in_ (Sei87) werden
Probleme ahnlich den intern geschalteten betrachtetBadéhgungen fur die Existenz von opti-
malen Losungen von Problemen mit zwei Teilsystemen atdiies

Ein weitgehend allgemeines hybrides Optimalsteuerumdp@m wird in (Pic98) betrachtet, je-
doch ist die Analyse und die Existenz von Losungen nicheokeitere Einschrankungen moglich,
weswegen die Betrachtungen auf zwei spezielle Klasseresamgankt werden, fur die eine Vari-
ante des Maximumprinzips bewiesen wird.

Verschiedene Versionen des Maximumprinzips fur extesctlaltete Systeme werden in (Sus99;
Sus00) unter Verwendung verallgemeinerter Ableitungsibaintersucht. Hier ist auch eine nicht-
glatte Variante zu finden.

In den Veroffentlichungen (RKIZ99; RZK99) wird das gesktbe dynamische Optimierungspro-
blem durch Konvexkombination der einzelnen Zustande métwertigen Steuerungen in ein ge-
mischt diskret-kontinuierliches Optimalsteuerungspgobumgewandelt und das Pontrjaginsche
Maximumprinzip direkt angewandt. Im Falle von zeitoptieralinear quadratischen Problemen
werden notwendige Bedingungen zu den Schaltzeitpunkteyeleitet und weitere fur die Stabi-
litat untersucht. Da sich bei geeigneten Voraussetzu&enerungen aus dem Maximumprinzip
ergeben konnen, sollte dies in der Modellierung der Problberiicksichtigt werden.
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Ebenfalls auf dem Maximumprinzip basieren die AnsatzeAiAG4L; | AA04a; AAWO5), wo ein
Algorithmus zur Berechnung suboptimaler Steuerungeadigschlief3lich extern geschaltete Sys-
teme vorgeschlagen wird.

Die Herangehensweisen Uiber das Maximumprinzip eigndnrsic fur geschaltete Systeme und
sind zurzeit nur auf wenige einfache Problemstellungereaavar. Allgemeine gemischt diskret-
kontinuierliche Fragestellungen wie Rundreise- d8enedulingproblemkassen sich damit nicht
l6sen.

Auch die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichungen konnenhgbriden wie im kontinuierlichen
Fall durch einen Ansatz mit dynamischer Programmierungeieitet werden. Bei den Hamilton-
Jacobi-Bellman-Gleichungen handelt es sich um partieife=i2ntialgleichungen. Eine Version
dieser Gleichung fur extern geschaltete Systeme ohndtsasizn kann in.(XA00) gefunden wer-
den. Ein Ansatz, um daraus Losungen zu berechnen, isg saegohl in Richtung der kontinuier-
lichen Zustande, sowie in Richtung der Zeit zu diskretestie und dann ein Ruckwartssuchverfah-
ren anzuwenden_(HRD2). Einschrankungen sind, abgeseireder explodierenden kombinato-
rischen Komplexitat, zyklische Randbedingungen, diéninatine weiteres bericksichtigt werden
konnen.

Losungen fur diskret-kontinuierliche Optimalsteuagsprobleme kdonnen auch durch eine Suche
im Raum der diskreten Variablen gefunden werden, wobei distéh zu einem diskreten Wert
durch die Losung des dazugehorigen kontinuierlichebleros berechnet werden. Zur Suche sind
heuristische Verfahren, wigenetische Algorithmewsder Nachbarschaftssuche, denkbar, aber auch
deterministische Verfahren, wie das Branch-and-BoundaYfeen. Um aber zu global optima-
len Losungen zu kommen, miussen untere Schranken fum@lstieuerungsprobleme berechnet
werden. Ansatze dazu wurden In (Rub98) untersucht. Basieauf Arbeiten von Young, die in
(Rud9?) auf eine Klasse von OptimalsteuerungsproblemeBeasichrankungen erweitert wurden,
wird ein Optimalsteuerungsproblem in einen Mal3raum eiaieb Um dort eine Losung zu fin-
den, muss ein semi-infinites lineares Programm, das durskr@&isierung des Mal3es aus einem
unendlichdimensionalen linearen Programm entstehbsg&erden. Durch diesen Ansatz ergibt
sich eine naherungsweise globale untere Schranke.

Eine weitere Methode, um globale untere Schranken zu beeecheruht auScreening-Modellen
(AB97). Zur Konstruktion solcher Screening-Modelle isealsehr spezifisches Wissen uber das
zu losende Problem notwendig.

Zusammenfassung

Die Vorteile der totalen Diskretisierung liegen darin, slase, fur gemischt ganzzahlige Opti-
mierungsprobleme bekannten, Verfahren ohne weiteresasuidkretisierte Problem angewandt
werden konnen. Analog gilt dies fur die sequenzielle Besikierung, auch wenn hier Optimie-
rungsprobleme mit eingebetteter Dynamik entstehen. B&idétze legen zu Beginn ein Diskreti-
sierungsgitter fest und weichen bei der Suche nicht methordal. Dies kann zu Schwierigkeiten
fuhren, da unter Umstanden jeder Modus des untersuclytster8s eine andere Diskretisierung
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benotigt. Eine Diskretisierung die fur alle Modi geeigist, enthalt zu viele Gitterpunkte, was zu
grol3em Speicheraufwand und langen Rechenzeiten fihrt.

Verfahren, die versuchen die Optimalitatsbedingungeldgean, sind nur fur spezielle Probleme
geeignet, da das Aufstellen der notwendigen Bedingungrenedlistische Problemstellungen einen
zu hohen Aufwand darstellt. Weitere Verfahren, die auf deaxishumprinzip basieren oder ver-

suchen, die Hamilton -Jacobi-Bellman-Gleichungen zem)sind nur fur spezielle Probleme an-
wendbar. Heuristische Verfahren haben den Nachteil, dagesisie globalen Losungen garantieren
kdnnen.

Forschungsbedarf besteht vor allem bei Verfahren, die gigrhdiskret-kontinuierliche Optimal-
steuerungsprobleme Losen, ohne sie vorher durch Disleaing in ein Problem einer anderen
Klasse umzuwandeln, da bei der Diskretisierung wichtigermationen verloren gehen.

1.3 Ziele und Struktur dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es, eine allgemeine, anwendbare itgrhensweise zur Modellierung und nu-
merischen Optimierung technisch relevanter gemischtrelidtontinuierlicher Ingenieursanwen-
dungen bereitzustellen, mit der es moglich ist, gesctealtée auch allgemeine gemischt diskret-
kontinuierliche Fragestellungen zu untersuchen, die mLiteratur bislang so gut wie nicht be-

handelt werden. Hierbei sollen ein neues Losungsvenfadnéwickelt und neue Fragestellungen
gelost werden.

Um dies zu erreichen, wird {n Kapite] 2 anhand exemplaris€fieblemstellungen eine allgemei-
ne mathematische Formulierung diskret-kontinuierlidBptimalsteuerungsprobleme hergeleitet.
AnschlielRend werden aus den Anwendungen heraus wichtig@dpmklassen definiert, deren
Modellierung gleichartige mathematische Fragestelladggern. Nach der Klassifizierung wer-
den theoretische Grundlagen bereitgestellt. Dabei weirdétinblick auf diskret-kontinuierliche
Fragestellungen die notwendigen Bedingungen fur dynami©ptimierungsrobleme naher be-
trachtet, sowie eine Version der Hamilton-Jacobi-Bellr&aichung und des Minimumprinzips
gegeben.

Bei der Modellierung, die i Kapitel 3 erlautert wird, werdhybride Automaten vorgestellt, die

um Steuerungen und Kosten erweitert sind. Dabei kommt eimz&pt zum Einsatz, das unter
Verwendung neutraler Systemzustande erlaubt, Probleingnivekannter, jedoch begrenzter An-
zahl von Schaltungen zu betrachten und effizient zu formerielm zweiten Teil dieses Kapitels

werden Methoden angegeben, wie die durch den hybriden Aateanbeschriebene Fragestellung
in ein, fur die numerische Berechnung geeignetes, nietdlies gemischt binar-kontinuierliches
Optimalsteuerungsproblem transfomiert wird.

Die Beschreibung der Losungsansatzg¢ in Kapjtel 4 begirineiner intensiven Diskussion von
direkten Kollokationsverfahren bei verschiedenen Dis&rrungen zur Losung von rein konti-
nuierlichen Optimalsteuerungsproblemen. Da zur Losumgsegemischt diskret-kontinuierlichen
Problems eine grol3e Anzahl dieser rein kontinuierlich@bme geldst werden muss, wird hier
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auch insbesondere auf die Moglichkeiten der VermindemamgRechenzeiten durch Nutzung von
Gitterverfeinerung, Skalierung und exakten Sensitigitasowie den Einsatz von Homotopiever-
fahren wegen der Problematik geeigneter Starttrajektaiegegangen.

Ein sehr allgemeiner Ansatz, um die moglichen diskret@ebmzustande effizient nach einer op-
timalen Losung zu durchsuchen, bietet die Branch-andaBdJethode, die im zweiten Teil des

dritten Kapitels beschrieben wird. Zunachst wird die Nuig der Methodik bei gemischt diskret-
kontinuierlichen Problemen erortert. Verschiedene kgiken zur Knotenwahl und zur Verzwei-

gung werden vorgeschlagen und auch weitere Aspekte wenatensucht, wie die Generierung

erster oberer Schranken und die Verwendung von Homotopienurchlaufen des Baumes.

Bei Problemen mit wenigen kontinuierlichdsbergangen zu Zeitpunkten diskreter Ereignisse
kann auch ein neu entwickelt@ekompositionsverfahregingesetzt werden, das im letzten Teil
von[Kapitel'4 erlautert wird. Die notwendige Diskretisiag der Zustande und der Aufbau eines
Suchgraphen werden hier beschrieben, wie auch die Numerikneéaren und linearen gemischt
ganzzahligen Optimierung, die hier zum Einsatz kommt.

Abgerundet wird die Arbeit ifi Kapitel 5 mit ausgewahltemsiingen zu gemischt diskret-kontinu-
ierlichen Problemstellungen. In einem Beispiel aus dentfabftmanagement werden erstmalig
Trajektorien und Landereihenfolge geschlossen betradhnid optimiert, um zu einer optimalen

Auslastung eines Flughafens zu kommen. Verschiedeneadtmgen aus dem Roboterful3ball
zeigen die Moglichkeit der Optimierung von Teamverhalied -strategie unter Berticksichtigung
der Dynamik der einzelnen Roboter. Hier wird auch gezeigt,ein optimales Teamverhalten von

den dynamischen Bewegungseigenschaften einzelner Sgegeagt wird. Zuletzt werden Losun-

gen desnotorisierten Handlungsreisendenproblerames elementaren Beispiels fur Reihenfol-
geprobleme bei Industrierobotern und unbemannten Fhpgkd berechnet. Hier wird der Ein-

satz eines neu entwickelten Dekompositionsansatzes igléiein mit einem Branch-and-Bound-

Verfahren diskutiert.

Eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse sowiauwshlick auf mogliche Weiterent-
wicklungen bildet irf Kapitel|6 den Abschluss dieser Arbeit.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen
diskret-kontinuierlicher
Optimalsteuerungsprobleme

Zu Beginn dieses Kapitels wird eine allgemeine mathemaideroblemstellung aus den Bei-
spielanwendungen der Einleitung heraus entwickelt. D@aestellung ist Grundlage fur eine
Klassifizierung im zweiten Teil dieses Kapitels. SchlieBliverden im letzten Teil die notwen-
digen Bedingungen fur optimale Losungen dynamischem@etungsprobleme bereitgestellt.

2.1 Herleitung der Problemstellung

Bei den in der Einleitung genannten Beispielen wird jewedssucht, optimale Trajektorien und
die dazugehorigen Steuerungen zu berechnen. Die Stgerinzw.Steuervariablerkonnen da-
bei unterteilt werden in Steuervariablen: [t,,t;] — IR™, die kontinuierlich verandert werden
konnen, und in Steuervariablen : [ty,t;] — {w1, ..., w., }, die nur diskrete Werte annehmen
durfen. Zu den kontinuierlichen Systemeingaben geharé die Motormomente in den konti-
nuierlich gesteuerten Gelenken eines unteraktuierterofeody zu den diskreten z. B. der Zustand
seiner Kupplungen.

Durch kontinuierliche und diskrete Parameter kann die Kpmétion des untersuchten Systems
beschrieben werden. Dabei werden Langen, Gewichte useh Bantinuierliche Steuerparameter
p € IR™ beschrieben. Durctliskrete Steuerparameter € {q;, ..., q,, } lassen sich hingegen
die Anzahl von Gelenken oder die Reihenfolge der Wegpurikté @iftaufnahmen beschreiben.
Diese Parameter kdnnen als Variablen im Optimalsteuspnogplem vorhanden sein.

Das System selbst wird durch deistandsvariablem:(t) : [to,t;] — IR" beschrieben, deren
Anderung durch di&ystemdynamik

& = f(x(t),u),w),p,q,t)
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gegeben ist. Diese hangt von der Konfiguration des Systechglamit von den Steuerparametern
ab und kann im zeitlichen Verlauf aufgrund der Steuerungén und z(t¢) variieren. Dies ge-
schieht z. B. durch Betatigung der Kupplung bei unteradten Roboter, wodurch Freiheitsgrade
hinzukommen oder verloren gehen. Bei der Betatigung dgpkung kann das System aufgrund
des StolRes und eventueller Verbiegung Energie verlierags,sich in einem Sprung bzw. einem
nichtglattenUbergang in den Zustanden auRRern kann. Solche Spriorgeek durchTransitions-
bedingungen

0=j,((;) (&), 1)
beschrieben werden.

Die Zustande und Steuerungen missen wahrend des lzettliderlaufs verschiedene Nebenbe-
dingungen einhalten. Sie besitzen untere und obere Samwander sind aufgrund der Umgebung
eingeschrankt. Bei Flugzeugen muss eine Mindestflugkotgehalten werden und auch der Ab-
stand zu anderen Flugzeugen darf nicht zu gering werdem Baboterful3ballspiel muss der

Abstand zwischen Spieler und Ball klein genug sein, damitiesen dribbeln kann, jedoch muss
der Abstand wieder beliebig sein, sobald der Spieler dehaBapielt. Um diese Beschrankungen
zu formulieren, werdeleichungs undUngleichungsnebenbedingungen

0 = g(z(t),ult),w(t),p, qt)
0 > h(z(t),u(t),w(t),p,q,t)
bendtigt, die von den Zustanden, Steuerungen und Pagamsriwie der Zeit abhangen.

Beim Rundreiseproblem fur Luftaufnahmen muss das Flugzewm Start bis zur Landung zu
unbekannten Zeitpunkten an jeweils einem der Wegpunkte sein. Dies ist eine Fordeamngdje
Zustandsvariablen und lasst sich duR&ndbedingungennd Gleichungsbedingungen an inneren
Punkten

0=mri(x(t;),p,q,t;), i=0,...,n

fordern. Die Zeitpunkte;, - = 1, ..., n. sind damit ebenfalls Variablen des Problems. Die Zeitin-
tervalle[t;, ¢;,1] bilden dien. Phasen des Optimalsteuerungsproblems.

Um logische Zusammenhange der diskreten Schaltungen anadniéter in die Problemformulie-
rung mit aufzunehmen, werdéineare Bedingungen

0> Uw(to), ... w(ty). q)

bendtigt. Hier kann z. B. die Forderung beschrieben werdass bei einer Rundreise jeder Weg-
punkt nur einmal besucht werden darf.

Die Gute einer Trajektorie und der dazugehorigen Stexgewird schliel3lich durch ei@ielfunk-
tional

Jlu, w,p, q Zé[) i), D, q,t )—i—/tf L(z(t),u(t), w(t), p, q,t)dt

to

gemessen.
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Mathematische Problemstellung

Werden die Bedingungen des letzten Abschnitts zusammasgjeentsteht eigemischt diskret-
kontinuierliches Optimalsteuerungsproblesias die Aufgabe beinhaltet, ein Zielfunktional

Suw.pg) =Y @) pat) + [ L@ v pand @)
=0

to

unter der Beruicksichtigung von Nebenbedingungen

z = f(z(t), ul), w(t),p,q.t) (2.2)
0 = g(z(t),ult),wt),p q,t) (2.3)
0 > h(z(t),ut), w(t),p,q,t) (2.4)
0 = ri(z(t) P q,ti) (2.5)
0 = g,(x(), =), 1) (2.6)
0 > Uw(to),...,w(ty),q) 2.7)

zu minimieren. Die Problemvariablen sind die kontinui@rén Steuervariablen : [to,t;] —
IR™, die diskreten Steuervariablem: [ty,t;] — {w;, ..., wy, }, die kontinuierlichen Steuerpa-
rameterp € IR™ und die diskreten SteuerparameteE {q,...,q,, }. Die Endzeitt; € IR™
kann frei oder fest vorgegeben sein. Zu gegebenen Steteraig) und w(t) sowie zu den Pa-
rameternp und g lassen sich aus der Dynanjik (2.2) die dazugehorigen Zdsvaniablenz(t)
berechnen. EirSteuerprozesée, u, w, p, q) heiltzulassig falls er die Gleichungsnebenbedin-
gunger (2.3), die Ungleichungsnebenbedingurgen] (2.4)Gtkichungen (Z.5) urfd (Z]6) an den
Rand- sowie den inneren Punktgrund die logischen Bedingunggn (2.7) erfullt. Ein zulgesi
Steuerprozesge*, u*, w*, ¢*), der das Funktion@l (Z]1) minimiert, hei@ptimal

Das Zielfunktiona[ (Z.1) des Optimalsteuerungsprobleritd BolzaFunktional genannt und be-
steht aus zwei Termen. Der erste davon vNtdyer-Term genannt, der zweiteagrangeTerm.

Eigenschaften diskret-kontinuierlicher Optimalsteuerungsprobleme

Bemerkund..
Das Zielfunktional der Aufgabe kann auch auf reine Mayemi-gebracht werden, indem eine
zusatzliche Variable,(t) mit Anfangswertr; (to) = 0 und die zusatzliche Differentialgleichung

&, = L(x(t),u(t), w(t),t)

eingefuhrt werden. Der Wert des Integrals entspricht sdem Wert der Variablen,, zur Zeitt;.

Bemerkung.
Analog zu Bemerkunfg 1 kann eine neue Variahiét) verwendet werden, um eine Integralneben-
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bedingung
ly
/ G(a(t), u(t), w(t), p.q, )dt = C

to

in eine zusatzliche Differentialgleichung
iG = G(l‘(t), ’U,(t), 'lU(t), Db,q, t)

umzuwandeln. Dabei muss die neue Variable den Anfangswerf)) = 0 und den Endwert
zq(ty) = C besitzen.

Bemerkung.
Liegt ein Differentialgleichungssystem hoherer Ordnung

2 = F@" (), .., &), 2(t), u(t), w(t), p.q. 1)

vor, so kann dieses durch zusatzliche Varialgeim ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

i = Ela

él = 527

én = f(ﬁn_l(t),...,El(t),:v(t),u(t),w(t),p,q,t),

transformiert werden.

Bemerkungt.

In der vorliegenden Formulierung werden Gleichungs- undléinshungsnebenbedingungen be-
trachtet. Das Problem kann aber auf ein aquivalentes &rglalas nur Gleichungsnebenbedingun-
gen besitzt, transformiert werden, da Ungleichungsnetdingungen

h(z(t),u(t),p,q,t) <0

durch Einfuhren vorschlupffunktioner(t) in Differentialgleichungen
h(z(t),u(t),p,q,t) + 2*(t) =0, 2*(t) = (51(t)% ..., %, (t)?)

umgewandelt werden konnen.

Bemerkundp.

Aufgabe[(Z.7)) bi§ (Z.5) auf der vorherigen Seite lieghichtautonomerd. h. von der Zeit expli-
zit abhangiger Form vor. Um eireutonomeForm zu erhalten, wird eine zusatzliche Variable
mit Anfangswertz;(¢y) = 0 und Dynamiki; = 1 verwendet. Der Wert der neuen Variable ent-
spricht zu jedem Zeitpunkt genau der aktuellen ZeWw/ird nun in der Aufgabe:,(¢) fur die Zeit
eingesetzt, so tauchnicht mehr explizit auf.

Bemerkund.
Das gegebene Optimalsteuerungsproblem kann auch in eivaentes Problem mit fester An-
fangs- und Endzeit transformiert werden. Hierfur werdiere @eue Zeitvariable € [0, 1] und ein
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neuer Zustand;, mit der Dynamik
d.ﬁlftf
dr
eingefuihrt, aus denen sich die tatsachliche Zeit

=0

t = to + (:Etf — tQ)T

berechnen lasst. Die Endzeit entspricht dann dem Wert eigsmZustands;, = t;. Insgesamt
lautet das transformierte Problem:

min Zznzco (I)i(m(Ti)a q, tO + (xtf - tO)Ti)
+ [ (@, — to)L(z(7), u(T), w(r), to + (2, — to)7)dr

unter d;tf =0
8 = (wy, —to)fie(r),u(r), w(r),p, q,to + (z, — to)7)
0 = h(z(r),u(r),w(r),p,q,t0 + (x:;, — to)T)
0 = g(z(r),u(r),w(r),p,q, to + (z:, — to)7)
0 = (w(t1>apaqat0+(37tf to)7i)-

Im Weiteren wird auf diese aquivalenten Formulierungeniizkgegriffen.

2.2 Klassifizierung hybrider dynamischer Systeme

In der Literatur werden vor allem geschaltete Systeme atsr@ysteuerungsprobleme formuliert
und untersucht. Diese reprasentieren einen kleinen, &@ligerst wichtigen Teilbereich diskret-
kontinuierlicher Optimalsteuerungsprobleme, die zsitlabhangige Schaltungen der Dynamik
beinhalten. Weitere Problemstellungen entstehen, fallzd optimierende Steuerprozess diskre-
te oder diskretwertige Bedingungen einhalten muss. Eiasdflizierung aus diesem Blickwinkel
richtet sich danach, welche der Funktionen von den diskreétgiablen abhangen. Eine weitere
Art der Klassifizierung kann daraus abgeleitet werden, iltinex Form die Bedingungen und Va-
riablen vorliegen, also ob es sich z. B. um ein Problem mkreéigr Zeit handelt oder nur lineare
Funktionen vorkommen. Diese Aspekte sind hier im Punkt Bfféde zusammengefasst. Alle
angegebenen Problemklassen konnen auch in beliebigebidationen vorkommen.

2.2.1 Geschaltete Systeme

Bei geschalteten Systemen andert sich die Dynamik in Agigkeit von diskreten Ereignissen.

Das Eintreten dieser Ereignisse wird dui@bhaltgesetzbestimmt, die zu jeder Zeit angeben,
in welchem Zustand sich das System befindet. Die Schaligebseinhalten autonome wie auch
erzwungene Schaltungen. Eine umfassende Untersuchurgegchalteten Systemen kann in den
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Arbeiten [XA04; XA03; XA013] Xu0l| XA0QD) gefunden werden.®iolgenden beiden Abschnitte
sollen einen kurzen Einblick in diese Systeme geben.

Intern schaltende Systeme

Von einem gegebenen Anfangszustand aus andert sich demdust) eines Systems mit Fort-
schreiten der Zeit entsprechend seiner Dynamik

a(t) = filz(t),t), e X, t <1,
bis eine dem System innewohnerfighaltbedingungauchEreignisgenerator
Ti(x(t), 1),

die auch aus logischen Ausdriicken bestehen kann, zut glitch null bzw. wahr wird, oder ihr
Vorzeichen andert und einen Moduswechsel zu einer and®yeamik

x(t) = fi(z(t),t), x€X;, t >t

einleitet. Der Index der rechten Seite bestimmt den aldnéodus des Systems und wird manch-
mal auch diskreter Zustand des hybriden Systems genanngirgsm Moduswechsel kann sich

auch die Anzahl der Zustande bzw. die der Gleichungenranéidls neue Bindungen aktiv oder

inaktiv werden. Der Moduswechsel kann teilweise oder aaetz glatt, nichtglatt, ja sogar unstetig

sein. Die eventuell auftretenden Spriinge der Zustardesind Uber Translationsbedingungen

~

(@), (i), 1)
festgelegt. Diese Schaltung hedittonom da sie nicht direkt von einer Steuerung ausgelost wird.

Ein einfaches Beispiel fur ein autonom schaltendes Syseder Weitwurf eines Balls, wie er in
Abbildung[Z.1(d) auf der nachsten Seite dargestellt ist.Ball wird zunachst mit einer geeigneten
Steuerung beschleunigt und verlasst, wenn er eine gewissehwindigkeit und einen gewissen
Abwurfwinkel erreicht hat, die Hand des Werfers. Anschéie@ fliegt der Ball, bis er mit dem Bo-
den kollidiert und dabei durch den auftretenden Stol3 béigiatter Modellierung einen Sprung in
seiner Geschwindigkeit sowie eine RichtungsanderuréhetfDabei verliert der Ball fur gewohn-
lich Energie. Dieser Stol3 am Boden entspricht einer autemo8thaltung. Der Ball springt nun
so lange weiter, bis er schlief3lich liegen bleibt. Jedeseti&toRe entspricht einer Schaltung im
System. Hier zeigt sich allerdings schon das ProblemZemon(auch Zeno, griech. Philosoph
um 500 v. Chr.), da der Ball prinzipiell unendlich springeank, bevor er endgiiltig liegen bleibt.
Dies muss geeignet bei der Formulierung berticksichtigtier Es ist klar, dass bei diesem Bei-
spiel jede Flugphase friher oder spater durch einen StoBaden abgeschlossen wird, worauf
dann, falls der Ball noch geniigend Energie besitzt, einteveeFlugphase anschliel3t. Komplizier-
ter wird es z. B. beim Tischtennis, siehe Abbilding Z1(H)der nachsten Seite. Hier wird der
Schlager durch die Steuerungen bewegt und kann nun fasliebiger Zeit gegen den Ball stol3en
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(a) Springender Ball (b) Tischtennis

Abbildung 2.1: Intern geschaltete Systeme

oder auch nicht. Damit hangt die Dynamik des Systems aucliga Steuerungen ab:
z(t) = fi(x(t),u(t),t), z € X;, ueU,.

Eine Schaltung erfolgt weiter in Abhangigkeit des Zustsgon Schlager und Ball, kann aber
durch die Steuerung des Schlagers beeinflusst werden.

Beide Beispiele haben gemein, dass die Schaltbedingungamuden Zustandem(¢) abhangt,
wodurch das System eine gewisse Tragheit gegenuber deer@ng besitzt und im Allgemei-
nen nicht unmittelbar aufgrund einer Steuereingabe sam&ann. Schaltungen dieser Art sind
sozusagen systemimmanent und werden gar nicht oder nugkbhdber die kontinuierliche Steue-
rungu(t) beeinflusst.

Intern schaltende Systeme haben meist eine niedrige Kaitidleda haufig die Folgezustande
durch Schaltbedingungen bestimmt werden kdonnen.

Extern geschaltete Systeme

Falls keine Schaltbedingung vorhanden ist, und ein WeaeeDynamik allein von einer extern
vorgegebenen Grofie(t) abhangt, konnen Schaltungen zu jeder Zeit auch unaldhéiom aktu-
ellen Zustand des Systems stattfinden. Die diskrete Steges(t) ersetzt sozusagen die Schalt-
bedingung und

xz(t) = f;(x(t),t), = € X, solangew(t) = w;.

Anhand eines einfachen Beispiels soll der Begriff der exerSchaltung genauer erklart wer-
den. Betrachtet wird der Aufstieg einer Rakete, formulier¢ in (Glo00), die als Punktmas-
se m modelliert ist; sie soll sich senkrecht nach oben bewegehmaximale Hohe bei mini-
malem Treibstoffverbrauch erreichen. Dazu kann das Trekwu verschiedenen Zeitpunkten
gezindet oder abgeschaltet werden. Die Rakete bescyicuwii geziindetem Triebwerk maxi-
mal mit #(t) = fi := m(a — g) und verzogert aufgrund der Erdanziehung bei abgescéaitet
Triebwerk mitz(t) = f, := —mg. Um den Treibstoffverbrauch moglichst gering zu halteimgw
die Zeitspanne vollen Schubs minimiert. Als Schaltung kamfachw : [to,tf] — {0,1} mit
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(a) Aufstieg einer Rakete (b) Unteraktuierter Roboter

Abbildung 2.2: Extern geschaltete Systeme

w(t) = 0 bei abgeschaltetem und(t) = 1 bei gezindetem Triebwerk verwendet werden. Die
hier vorliegende Schaltung kann auch direkt in der Dynareikwendet werden durch eine Formu-
lierung der Art

E(t) = wt) fi + (1 =w(t) f2 = w(t)ma — mg,

woraus ersichtlich wird, dass ein Umschalten ohne jeghdrazdgerung stattfinden kann. Bei ei-
nem so einfachen Beispiel wie diesem ergibt sich die Stegeei der Optimierung automatisch

aufgrund der Optimalitatsbedingungen, wie spatér INCRDELI 2.3.B auf SeitE"35 erlautert wird.

Da die Schaltreihenfolge bei diesem Beispiel trivial isht@s noch andere einfache Formulierun-
gen (Str01), die zur Losung des Problems fiihren, hier aioét beachtet werden sollen.

Zu den extern geschalteten Systemen gehort auch dersiei&bschniff T1 auf Seifd 2 erwahnte
RoboterR2D1des Lehrstuhls fur Steuerungs- und Regelungstechnikegmischen Universitat
Minchen (MBS98), der if 2.2(b) zu sehen ist. Sein Schuderkk wird durch einen Motor an-
getrieben, sein Ellbogengelenk besitzt nur eine Kuppldiegden Unterarm zu beliebiger Zeit fi-
xieren oder freigeben kann. Diese Kupplung kann durch amérwertige Steuerung beschrieben
werden, die angibt, wann die Kupplung offen oder geschiosteAuch hier ist die Schaltreihen-
folge zunachst trivial und kann zur Losung des Problenmutgt werden, indem Reihenfolge und
Anzahl der Schaltungen vorgegeben und nur die Schaltzéitplals Variablen in das Problem
aufgenommen werden (BSB$00). Ein Ansatz ohne diese Vadfinhg lasst sich in (BGHZ2)
beobachten. Erweiterungen des Manipulators durch Zig#&aicht aktuierte Gelenke erlauben
diese Vereinfachung nicht mehr. Die Schaltreihenfolgenk@nht mehr vorhergesagt werden. Nun
muss eine Formulierung gefunden werden, bei der zu jedemawz@iner bestimmten Anzahl von
Zeitpunkten jede beliebige Kupplung geschaltet werdemkan

Extern geschaltete Systeme besitzen/hanoglichen Schaltpunkten und,, Schaltmoglichkei-
ten m,,"<*! mogliche Ablaufe. Welche Komplexitat ein Problem hainpt allerdings von den
weiteren Faktoren ab und kann nicht allgemein beantwortetien.

Bemerkung.
bei der Differentialgleichung:(t) = f;(...) wurde in diesem Kapitel die Schreibweise der Schal-
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tung Uber einen Index gewahlt, um den Unterschied zwisattern und extern geschalteten Syste-
men besser herauszustellen. Beide Problemarten, soveahtein als auch die extern geschalteten
Systeme, konnen auch in der allgemeineren Form, 2sf(Z2.5) auf Seite17 beschrieben,
formuliert werden.

Bemerkung.
Haufig wird der diskrete Zustand im Index der rechten Seithan zeitabhangiger Forut) mit

und einem Schaltgesetz: IR"™ x IR™ x I x IR — I mit der Menge der Indices von System-
zustanderi geschrieber (HR99; BHS02; BSB$00). Ein Problem hierbedasts ein Schaltgesetz
¢ in der Optimierung im Allgemeinen nicht bekannt ist, ein¢iim@le Schaltung aber als Losung
gesucht wird.

2.2.2 Allgemeine hybride dynamische Systeme

Ein entscheidender Punkt, namlich das Umschalten von meakngungen bei hybriden Sys-
temen, ist bisher nicht diskutiert worden. Durch Hinzunalhwon Nebenbedingungen, die von
schaltenden Variablen abhangen, erweitert sich das Gadidnybriden Systeme betrachtlich, da
nun abrupte Veranderungen der Umwelt berticksichtigterekonnen. Somit werden die System-
zustande durch die von der Umwelt gegebenen Einschrg@ekuarweitert. Ein Auto ist dadurch

nicht mehr nur im ZustangFahren‘sondern z. B. im Zustanduf der A5 von Darmstadt nach

Frankfurt'. Die neu hinzukommenden Problemstellungerdeeiin diesem Abschnitt in eine Rei-

he wichtiger Aufgabenstellungen aus der diskreten Optumig unterteilt.

Ty A Ty A

P o

(a) Bahnplanung (b) lokale Minima

Abbildung 2.3: Geschaltete Nebenbedingungen |

Bahnplanung mit Hindernissen

Durch eine Gleichungsnebenbedingung wird eine Unterngdaltigkeit des Zustandsraums de-
finiert, auf der die Trajektorie verlaufen darf. Diese Umannigfaltigkeit kann durch Unglei-
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chungsnebenbedingungen weiter eingeschrankt werdestelaen dadurch Locher, sodass eine
Trajektorie von einem Punkfi zu einem PunkiB nicht durch stetige Variation der Steuerung
in jede andere zulassige Trajektorie Uberfuhrt werdaml ohne den zulassigen Bereich zu ver-
lassen, so besteht das Problem der Bahnplanung mit Hisdemivgl. Abbildung Z.3(k)). Hier
konnen Schaltungen in den Nebenbedingungen dazu veriwerdden, zwischen moglichen dis-
junkten zulassigen Teilbereichen zu schalten. Ein Belgpr ein solches Problem ware ein Auto,
das sich durch ein Stral3ennetz bewegt. Zum einen missaye@ignete Stral3en ausgewahlt wer-
den, zum anderen muss eine Steuerung berechnet werdeh,dlerdas Auto geeignet bewegt
werden kannAhnliche Probleme treten auf, falls sich die Hindernissedmen, wie bei der Kolli-
sionsvermeidung von Flugzeugen unter der Annahme komrstBhighohe, da dann nur links oder
rechts ausgewichen werden kann.

Alternativ konnen Probleme dieser Art auch so formuliegtaen, dass jeder der moglichen Wege
als lokales Minimum vorliegt (Abbildung_Z.3{b)). In dieseinsammenhang lasst sich auch die
nahe Verwandtschatft von globaler und diskreter Optimigrzunerkennen.

Das allgemeine Problem, eine kollisionsfreie Bahn zu plamg PSPACE-schwer (vgl. Defini-

tion[Z3 im Anhang), was in_(Rei79) bewiesen wurde (vgl. (R$9abei kommt es darauf an,

wie viele Objekte zu beriicksichtigen sind, und wie vieleiRkeitsgrade sie besitzen. Die Zeit-
komplexitat ist polynomial in der Anzahl der Nebenbedingen, die den Konfigurationsraum
beschreiben, und doppelt exponentiell in der DimensionKitedigurationsraums_(Shag9). Ein
Algorithmus, der innerhalb von Sekunden eine kirzestbskohsfreie Bahn fur einen Mehrarm-

roboter in einer dreidimensionalen Umgebung mit vielenddimissen findet, kann daher kaum
erwartet werden.

Rundreisen

Eine wichtige Klasse von Problemen sind Varianten des Raisejproblems. Sie treten, wie bereits
in auf Seitel 4 beschrieben, z. B. in Fertigangggen bePick-and-PlaceAufgaben
auf, wo Roboter Objekte an definierten Punkten aufnehmeranra@hderen definierten Punkten
wieder absetzen. Sie finden sich auch im Luftverkehr, weilh kuftaufnahmen mehrerer Orte
oder sogar bewegter Objekte in optimaler Reihenfolge gbhvaerden sollen. Eine weitergehende
Betrachtung kann in der Beispielanwendungin Abschnitebif3Seitd 110 gefunden werden.

Mathematisch lassen sich diese Probleme als Rundreise sta@dsraum beschreiben. Es sei ei-
ne Menge von Punkten im Zustandsraum gegeben, von denarFedkt genau einmal besucht
werden soll. Falls die Zustande in den zu besuchenden umiktht stetig differenzierbar sein
mussen, konnen Verbindungen zwischen je zwei Punktebh#megig voneinander berechnet wer-
den, und es handelt sich um ditassisches HandlungsreisendenprobleRalls hier einige der
Zustande stetig differenzierbar sind, oder Kollisionehlewegten Hindernissen vermieden wer-
den sollen, kann die Reihenfolge nicht mehr von der Bahregatiberechnet werden. Ein weiterer
wichtiger Aspekt ist, ob die geschlossene Rundreise im&takt glatt sein soll oder nicht, da hier-
von abhangt, ob Ansatze mit dynamischer Programmieruigjich sind. Durch die Forderung der
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Abbildung 2.4: Geschaltete Nebenbedingungen Il

Glattheit im Startpunkt geht die Unabhangigkeit aktudatscheidungen von zukiinftigen verlo-
ren. Dies ist aber eine Eigenschatft, die fur dynamischgrmaromierung erforderlich ist.

Rundreiseprobleme gehoren zu défP-vollstandigen Problemen (vgl. Definiti@nl20 im Anhang).
Die Abhangigkeit der Verbindungen zweier Stadte von desstiler Rundreise verhindert es, ef-
fiziente Algorithmen anzuwenden, die fur das StandarteHargsreisendenproblem gut funktio-
nieren. Der symmetrische, glatte Fall mit Stadten besitzf”ﬂ%l)’ mogliche Rundreisen. Falls
das Fahrzeug beim Verzogern andere Eigenschaften atifaliseim Beschleunigen, handelt es
sich um ein asymmetrisches motorisiertes Handlungsraéésgroblem mit(n. — 1)! Losungs-
kandidaten. Weiter kann die Glattheitsforderung der Reisédrin einer der Stadte, z. B. in der
Anfangsstadt, fallen gelassen werden, womit auch diesguEsauf die Losung nimmt, und die
Anzahl der Kandidaten auf.! anwachst.

Maschinenbelegungsprobleme

Bei Schedulingproblemen geht es darum, verschiedene Befgalie zu unterschiedlichen Zeit-
punkten anfallen, auf Maschinen zu verteilen, die die Ab&aerledigen. Die Maschinen haben
dabei Rustzeiten, um fur eine gewisse Arbeit vorberatetverden. Die Arbeitsaufgabe selbst
benotigt eine gewisse Zeit, bis sie erledigt ist, und hanévell eine vorgegebene Prioritat oder
einen vorgegebenen Fertigstellungstermin.

Es konnen mehrere Aufgaben anfallen und auch mehrere hMasclir die Bearbeitung zur
Verfugung stehen. In vielen Fallen muss eine Arbeitsaloégmehrere Maschinen in einer vor-
gegebenen Reihenfolge durchlaufen, um fertig gestelltenden.

Im Zusammenhang mit Steuerungsproblemen werden hierdtnsiéllungen untersucht, bei de-
nen auch die Bestiickung der Maschine oder die Fertigatgliier Aufgabe als kontinuierlicher
oder sogar als gemischt diskret-kontinuierlicher Prozessicksichtigt wird, um eine optimale
Belegung zu berechnen.

Eine derartige Problemstellung tritt z. B. am Ende einerohahn auf, wenn sich Autos, die zuvor
mehrere Spuren zur Verfugung hatten, auf eine einzelrtdeibende einreihen missen. Auch im
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Bereich ded_uftfahrtmanagementsiuss eine geeignete Reihenfolge fur die Landung von Flug-
zeugen gefunden werden. Hier entspricht der Flughafen @schne, die belegt werden soll, und
die Landung der Flugzeuge den zu erledigenden AufgaberkaXisnuierlicher Teil kommt die
Landetrajektorie der Flugzeuge ins Spiel.

Die Frage einer optimale¥erteilung von Aufgabestellt sich auch dann, wenn mehrere Syste-
me kooperativ agieren missen. Diese Systeme bilden réalfegd Geschehnisse, die zeitlicher
Synchronisation bedurfen. Die Komplexitat solcher Aalign steigt sehr rasch an, da abgesehen
von der Verteilung auch die Reihenfolge der abzuarbeitei@daufgaben berticksichtigt werden
muss. In der Optimalsteuerung mussen alle gleichzeitglimiien Verteilungen bedacht werden,
da unter ihnen die optimale gesucht wird.

Beispiele fur Problemstellungen, bei denen eine Aufgabeailung optimiert wird, sind Robo-
terfarmen in Fertigungsstral3en, falls mehrere Manipudat@an einem Werkstick arbeiten, oder
auch das Teamspiel im Fu3ball, bei dem die Aufgaben ausiBadlih, Freilaufen, Verteidigen,
etc. bestehen.

Haufig gehdren Maschinenbelegungsprobleme zu\d@avollstandigen Problemen (Sch03).

2.2.3 Wichtige Spezialélle
Linear quadratische Probleme

Die Regelungstechnik beschaftigt sich mit der Aufgabe S3istem in einem stationaren Arbeits-
punkt zu halten oder entlang einer Solltrajektorie zu bemegalls nur mit kleinen Abweichungen

des Systems von seinem Sollpunkt zu rechnen ist, reichiredtleénearisierung des Systems aus,
um geeignete Reglerantworten zu berechnen, oder den #yplbeitt auf Stabilitat zu untersuchen.
Eine Vorgehensweise dieser Art liefert eine lineare Dyrkaimiden Abweichungen der Zustande
von den SollgrofRen, die mit moglichst geringem Aufwandhall geregelt werden sollen. Dieser

Ansatz liefert ein linear-quadratisches Problem, gegeloech ein quadratisches Zielfunktional

I, w, q] = @(t)" Ma(ty) + / ()" ult) ) Quw(?), 1) (wg) di

to u(t
mit einer Systemdynamik
z(t) = A(w(t),t)x(t) + B(w(t), t)u(t),z € X;, u € U,

die linear in den Zustanden(t) und den Steuerungeu(t) ist. Die diskrete Steuerung wahlt fur
jeden Zeitabschnitt die Matrize@(w(t),t), A(w(t),t) und B(w(t),t), wodurch es sich um ein
geschaltetes System (vEL_Abschniff 21 2.1 auf Seite 19ilan

Wegen der Minimierung des quadratischen Terms im Integralbenz(¢) und u(t) auf dem ge-

samten Zeitintervalk,, ¢ /] gegen null. Also wird versucht, den Regelfehler unter Bksichtigung
des Steueraufwands gegen null zu fuhren.
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Fur jeden Zeitabschnitt, in deme(¢) konstant ist, kann das Problem explizit gelost werden. Der
Losungsweg (ber die notwendigen Optimalitatsbediggun(vgl. [Abschnift 213) liefert eine
Matrix-RiccattDifferentialgleichung, deren Losung die optimale Stewg liefert. An Schaltzeit-
punkten ist dieAnderung der Riccati-Matrix stetig filr externe und urigtéiir autonome Schal-
tungen (vgl.(RK1Z909)).

Zeitdiskrete Probleme

Zeitdiskrete dynamische Probleme ergeben sich fiur galidihaus der Diskretisierung eines kon-
tinuierlichen Problems. Bei gemischt diskret-kontinliatren zeitdiskreten Problemen wird ver-
sucht ein Zielfunktional

min  J[u,w,p,q] = ®(z(K),p,q,K) + ) L(z(k),u(k),w(t),p.q.k)

unter den Nebenbedingungen

zk+1) = f(xk),ulk),wk),p, q,k)
0 = g(m(k:),u(k),’w(k)apa% k)

zu minimieren. Die Problemvariablen sind nun die Werte destander, der Steuerungem undw
zu den diskreten Zeitpunktén= 0, . . ., K sowie die Parameterundq. Damit handelt es sich bei
zeitdiskreten Problemen um nichtlineare gemischt diskoatinuierliche Optimierungsprobleme
der Art

min  P(y, z)
unter ye R:={yeR", z€{2,...,2,..} |9(y,z2) =0,h(y,z) <0},

mity = (x(0)7,...,z(K)",u(0)7,...,u(K)T,p)undz = (w(0)7,... w(K)7T, q). Insbeson-
dere bei Echtzeitanwendungen kommen zeitdiskrete, irewi€lallen sogar linear quadratische
Formulierungen zum Einsatz (z. B. (BGKHO02)).

2.3 Notwendige Optimalitatsbedingungen fur dynamische Op-
timierungsprobleme

In diesem Abschnitt werden die notwendigen Bedingungerifien optimalen Steuerprozess dis-
kutiert. Falls eine numerische Losung des Problems bastolurde, besteht die Moglichkeit,
anhand der Optmalitatsbedingungen a posteriori zu ifnp, ob wirklich eine optimale Losung
gefunden wurde.

Die Optimalsteuerungsaufgabe liegt dabei in autonomenkar und hat die Anfangszeig = 0,
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was durch Anwendung von Bemerkudg 5 auf Seife 18 erreichdevekann.

min  J[u, w, g] :iQi(w(ti),q)+AfL(:L'(t),u(t),w(t))dt (2.8)
unter & = f(x(t),u(t), w(t)) (2.9)

0 = h(z(),ul),wt) + 2*1) (2.10)

0 = g(®(),u(t), w(t)) (2.11)

0 = ri(z(t),q). (2.12)

Im Gegensatz Zu (Z]1) His (21 7) auf Sé&iié 17 werden hier Keiaesitionsbedingungen betrachtet.
Falls diese vorliegen, muss das Problem zerlegt und dienBadgen der separaten Teile mussen
gekoppelt werden. Die Ungleichungsnebenbedingungentsneits nach Bemerkurng 4 auf Sei-
te[I8 zu Differentialgleichungen umgewandelt worden. BElvaingenommen, dass die Anzahl
der aktiven Ungleichungsnebenbedingungen zusammen mitrdmhl der Gleichungsbedingun-
gen zu keinem Zeitpunkt grof3er ist als die Anzahl aller &tengen, also nocfRaum‘fur eine
Optimierung ist. Des Weiteren hat die Jacobi-Matrix denakt Ungleichungsnebenbedingungen
ha 4w Und die der Gleichungsnebenbedingunggn,, vollen Rang. Um die notwendigen Bedin-
gungen mit den Mitteln der Variationsrechnung herzuleivend angenommen, dass die Funktio-
nen stetig, bzw. wenigstens stiickweise stetig diffebair sind, und das Problem so geartet ist,
dass zulassige Variationen (siehe Definifioh 24 im AnhagiteEZ8) existieren, welche die gege-
benen Nebenbedingungen erfullen. Zuletzt sind keineikom@rlichen und diskreten Parameter in
der Formulierung enthalten und die diskreten Steuerungaachst als kontinuierlich angenom-
men mitw : [to, tf] = W D {wy,..., wp, }.

Zur kompakten Darstellung der Bedingungen werden die falga zwei Definitionen verwendet.

Definition 1 (Hamiltonfunktion)
Die Funktion

H(z,u,w, A) == L(2(t), u(t), w(t) + A6)" f(2(t), u(t), w(t))
mit den adjungierten Variablek : [0,¢;] — IR"* wird Hamiltonfunktion genannt.

Definition 2 (erweiterte Hamiltonfunktion)
Wird die Hamiltonfunktion zusatzlich mit einem Term gewieter Nebenbedingungen versehen,
wird sie als erweiterte Hamiltonfunktion

H(z,u,w,\,p) = H(x(t),u(t),w(t),At)) +

mit den Multiplikatorfunktionenu : [0, ;] — IR™, p = (m;,, )" bezeichnet.
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2.3.1 Bedingungen der Variationsrechnung

Gemal detagrange’schen Multiplikatorregealer nichtlinearen Optimierung werden die Neben-
bedingungeh (Z.9) b[s (Z.12) mit deagrangemultiplikatorer\(t), p(t) undr; an das Zielfunk-

tional[(Z.8) gekoppelt:

Jo! L@(t), u(t), w(t) + AT (f(x(t), u(t), w(t) — (1))
()7 (h(2(t), u(t), w(t) + 22(t)) + py(t) g (x(t), u(t), w(t))dt (2.13)
+ Z?:Co (q)z<w ti), q) +v; rl(:c(tl), Q>) .

Mit den zusatzlichen Variablem, undx, mit z, = v undz, = wundz = (x,z,z,, )"
sowie der Funktiom; (Z(t;), t;) == ®;(x(t;), q) + vTri(x(t;), q) kann{Z.13) in der Form

btaltn).to)+ 3 (et + [ Lialo).al0).001)

geschrieben werden, wodurch sich die Ergebnissé_aus Al auf Seitd 12P anwenden las-
sen. Unter Verwendung der Definitionign 1 duhd 2 ergeben seBéddingungen

(
(

SA

&t = Hy=f (2.14)

A = —Hyp=-Lg— f%A - hgﬂh - ggl"l’g (2.15)
Hy = 0=Ly+ fur+hym, +gun, (2.16)
Hw = 0=Lw+ fyA+ hym, + gwht, (2.17)
0 = pnihs, i=1,...,m, (2.18)

0 < m, (2.19)

0 = (o) + 7o x(t0)V0 + Alto))dTo (2.20)

0 = (Pgy + 7 ,vo — Hly)oto (2.21)

0 = (Pn. i) + 70, a(ty)Vne + Alty))oxy (2.22)

0 = (P, +7p, 1, Vne — Hli,)0ty (2.23)
AE7) = A (2.24)
H|p = Hp (2.25)
Alty) = @iz + T, Vo + AE) (2.26)
H|yp = @y 1y (Vo + Hlr. (2.27)

In den folgenden Abschnitten werden diese BedingungenhnedBedeutung genauer erlautert.

Kanonische Differentialgleichungen

Gleichund(2.13) ist direkt in der Problemstellung entralind gibt an, wie die Zustande aus einer
gegebenen Steuerung berechnet werden konnen.
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen

fuhren fur den Integranden

L= L(z,u,w) + AO)" (f(z,u,w) — &) + p} (h(z,u,w)+ 2*) + p" g(z, u, w)

auf
R d - . . :
LZE_%LQ; = Le+ A1) fz+ul)gz+A =0,
. d -
La, =Ly, = 0 = Lu+t X' fu + i hu + pl g, = konstant
7 i 7. _ T T T o
Ly, Lg, = 0 = Lw+A®) fw + m,hw + 1, gy = konstant

und sind durch die Gleichungén (Z.J15) pis (2}17) dargest@ié Lagrangemultiplikatorei\(t)
werden auch alKozuséndeund die dazugehdrigen Differentialgleichunfen (J.15Kalzustands-
differentialgleichungerezeichnet. Diese bilden mit den Zustandsdifferentiablenger] (Z.14)
ein System von Differentialgleichungen 1.0rdnung, kiimonische Differentialgleichungege-
nannt werden.

Die KoppelgleichungefiZ.16) und (2.17) miissen konstant sein. Aus den Tranditatsbedin-
gungerf (AI3) (A-I7) und (AIR) auf Seffe 131 folgt, dassdiKonstanten gleich null sind.

Die Steuerungewr(¢) undw(t) lassen sich durch die Koppelgleichungen als Funktionernson
und \(t) ausdricken und in die kanonischen Gleichungen einsetzen.

Ungleichungsnebenbedingungen

Des Weiteren folgt aus ddfuler-LagrangeGleichungen fur die Ungleichungsnebenbedingungen

d .
ELZ =0 = 2uiz=konstant

Ly —
Fur diese Gleichung gilt dasselbe wie fur die Koppeldiaizgen. Die Konstante muss null sein,
womit unmittelbar aug(x, u, w) + 2* die Komplementarit[[Z.18) folgt. Die Positivitat der Mul-
tiplikatoreny,, kann unter Verwendung der Legendreschen Bedingung gezeigen [(Pap96).

Transversalitatsbedingungen

Um die kanonischen Gleichungen zu loésen, werden noch Raliipungen benotigt, die aus den
Transversalitatsbedingunggen (Z2120) [bis (4.23) henlmgeZur genaueren Erlauterung soll hier
die Transversalitatsbedingung

— L,

(@tf ‘L

w) 5ty — 0
ty

ty
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fur den Zeitpunkt;, aus der sich Gleichurjg (Z2.23) ergibt, genauer betracreeden.dt, ist hier
eine zulassige Variation der Endzeit. Bei fester Endzemuss eine zulassige Variation; = 0
sein, womit die Bedingung immer erflllt ist. Ist die Endzgijedoch frei, so darf eine zulassige
Variationdt; beliebige Werte annehmen, weshalb

z=0

i

(i)tf + L x
iy

tf

sein muss. Falls vorhanden, missen auch die Endbedingungec(ts),t;) = 0 erfullt werden.
Analog gilt dies auch fiir die Gleichungen (220) bis (2.22)

Sind zusatzlich noch Bedingungen an inneren Punktemrhanden, missen weitere Transver-
salitatsbedingungen erfullt sein. Die Zustanele;) zu den Zeitpunkten; sind ebenso wie die
Zeitpunktet; frei, weshalb die Variationefiz; undot; beliebig sein durfen. Dies fuhrt unmittelbar
auf die Gleichungef (2.26) uid (Z.R7) auf Séifé 29. Um dielsécungen erfilllen zu konnen,
mussen die Kozustande und die Hamiltonfunktion zu detpdektent; Spriinge enthalten.

Ein wichtiger Fall im Zusammenhang mit geschalteten Systesei hier noch erwahnt. Falls ein
Differentialgleichungssystem mit zustandsabhangiggraBungen

fi(x(t),u(t),w(t)), wenn T(x(t),t) <0

x(t) = -
g Fo((t), u(t), w(t)), wenn T(x(t),t) >0
vorliegt, so ist die Hamiltonfunktion gegeben durch

Hi = L+ X(1)"f,
Hy = L+ A1) £

H =

Damit eine Schaltung stattfindet, muB$x (), u(t), ) = 0 erfillt sein, was einer inneren Punkt-
bedingung entspricht. Wir@’(.) = 0 wie eine innere Punktbedingung behandelt, kommen die
weiteren Bedingungen

Hilp = Holy — T

t
hinzu.

Bemerkung.
Da bei extern geschalteten Systemen keine Schaltbedin@Uiagt),t) vorliegt, gilt hier
Hilge = Holg-

WeierstralR3-Erdmann-Eckbedingungen

Durch die bisher genannten Bedingungen sind einmal stéfieyehzierbarex(t) und A(t) be-
reits festgelegt. Falls unter diesen Funktionen keineuhgen gefunden werden, kdnnen auch
Funktionen mit Ecken, also stiickweise stetig differerbaeex () und A(¢), als Losungen zuge-
lassen werden. Hierfur missen die Bedingurigen (R.14f2&3) um die WeierstralR-Erdmann-
Eckbedingungen (Z.24) und (Z.R5) erweitert werden.
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Abbildung 2.5: Dynamische Programmierung

2.3.2 Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung

Die im letzten Abschnitt vorgestellten Optimalitatsbeglingen basieren auf den Resultaten der
Variationsrechnung. In diesem Abschnitt wird nun, ausgdhen dem Bellmanschen Optima-
litatsprinzip, die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichuagfgestellt. Diese kbnnen auch zur Herlei-
tung von Losungsverfahren verwendet werden, wie z.B. dekobBipositionsansatz der in dieser
Arbeit vorgestellt wird.

Bellmansches Optimalifitsprinzip

Wenn ein Optimierungsproblem als gesuchte zeitliche Ajgfolon Entscheidungen interpretiert
werden kann, wie es bei Optimalsteuerungsproblemen deisEado lasst sich auctlynamische
Programmierungur Losung einsetzen. Diese basiert auf dem folgenden Satz

Satz 1. Bellmansches Optimaditsprinzip:

Eine optimale Entscheidungsfolge hat die Eigenschafts iasinen beliebigen Anfangszustand
= und beliebige (eventuell nichtoptimale) Entscheidungéh die iibrigen Entscheidungsfunk-
tionen eine optimale Entscheidungsfolge bildeniigéizh des Zustandes™, der sich aus der
Entscheidung.®) ergibt.

Entscheidend fiur das Bellmansche Optimalitatspringtpdass zukinftige Entscheidungen un-
abhangig von den vergangenen sein mussésrkoveigenschaft Aufgrund dieser Eigenschaft
lasst sich nun ein Verfahren ableiten.

Beginnend bei der Endzeit wird die Zeit schrittweise riickwarts durchlaufen. ZuesimZeitpunkt
t; werden fur jeden moglichen Problemzustarﬁ.a mit: = 0,...,nundj = 1,...,nf§) die
minimalen Restkosteﬁ(:cg.i)), um einen zulassigen Zustand zur Endzeit zu erreichergrhot

Es seien die optimalen Restkosﬁé(‘wg“)) fur alle zulassigen Zustandé”l) zum Zeitpunkt; , |
bereits bekannt. Nun werden fur jeden zulassigen Zuswt%)nziur Zeitt; die optimalen Restkosten
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als Minimum der Kosten ;") zum Erreichen eines Zustand$"" zum Zeitpunkt;, durch

eine optimale Entscheidung® und den Restkoste‘ﬁ(x,g”l)) von dort bis zur Endzeit ermittelt.
V(:C?) = mljn v](.f,’fﬂ) + V(a:,(fﬂ)). (2.28)

Wird nun ein zulassiger Zustand zur Anfangszgi¢rreicht, so konnen die optimalen Kosten ab-
gelesen werden. Implizite Randbedingungén,, z,,) = 0 kdnnen mit diesem Verfahren nicht
berticksichtigt werden, da diese die Markoveigenschafetzen. Die beschriebene Vorgehens-
weise wird dynamische Programmierung genannt und hat nishtm Diskreten eine wichtige
Bedeutung.

Gemischt-ganzzahlige Optimalsteuerungsprobleme kbgteichzeitig in Richtung der Zeit als
auch in Richtung der Zustande diskretisiert werden. Aedr Diskretisierung kann dann mit
Hilfe dynamischer Programmierung eine optimale Losurgjibent werden.

Wertefunktion

Fur den kontinuierlichen Fall wird die Wertefunktion: X x [ty, t;] — IR betrachtet mit

ty
Viw) = pig{ [ D). u). wi0), 0},
welche die Mindestkosten zliberfilhrung eines Zustandst) in den Zustand:(t;) beschreibt.
Die Minimierung erfolgt Uber den Bereich zulassiger &reumgenu, w) € U(x,t) x W(x, t), der
durch die Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedinguneggelen ist. Did¢Jberfilhrungskosten
konnen nun zweigeteilt werden in die Kosten des nachstegstticks und die Restkosten.

V(w.1) = min {/tm L(z(6), u(8), w(0),0)d0 + V(x(t + h),t + h)}

Das Integral wird in erster Naherung Uiber den Rechteblatirangenahert, und die Restkosten in
eineTaylorreiheumt entwickelt.

V(x,t) = rgl}L% {L(z(t),u(t), w(t),t)h + Viah + Vih+ V(xz,t)} + o(h)

Daz = f(x,u,w,t) von den Steuerungemundw abhangt, muss dieser Term bei der Minimie-
rung berucksichtigt werdery; (x, t) undV; kdnnen jedoch auf die linke Seite gebracht werden.
—Vih = gl}l%(L(m(t), u(t),w(t),t) + Vagx)h + o(h)

Wird h gekirzt,& durch die rechte Seite vgn (2.9) auf Sé&ifé 28 ersetzt und demdwerth — 0
gebildet, muss nur noch ubeft) undw (t) zum Zeitpunkt minimiert werden.

~Vi=, min {L(z(t), u(t), w(t),t) + Vi fz,u,w,t)} (2.29)
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Diese nichtlineare partielle Differentialgleichung 1 ddung wird Hamilton-Jacobi-Bellman-Glei-
chung genannt, délberlegungen dieser Art mit Bellmans Aufgaben zur dynahéscProgram-
mierung in Zusammenhang gebracht werden, auch wenn sigtkigezuvor von C. Carathéodory
veroffentlicht wurdenl (PB94).

Die Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung spielt besonderder Regelungstechnik eine wichtige
Rolle, da eine Losung ein optimales Regelgesetz liefert.

2.3.3  Minimumprinzip

Ausgehend von den Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichungnkam Minimumprinzip abgeleitet
werden. Dieses ist allerdings schwacher als das so genBontrjaginsche Maximumprinzigpla
es zweimal stetige Differenzierbarkeit der Wertefunktierlangt. Welche Bedeutung das Mi-
nimumprinzip im Falle diskretwertiger Steuerungen hatdwm zweiten Teil dieses Abschnitts
besprochen.

Formulierung eines Minimumprinzips

Der zu minimierende Term in Gleichupg (Z.29) erinnert antleniltonfunktionH (x, u, A, t) =
L(z,u,t) + AT f(z, u,t) aus Definitiorl auf Seife28.

Vi=— in H Vg, t) =: Vg, t
t ’U,(?)l,'llg(t) (mauawa I, ) H(wa ) )
Ist V(x, t) zweimal stetig differenzierbar, dann gilt entlang optieralrajektorienz* mit Steue-
rungenu* undw*

Vie = —Le — Vel —Vifa
d .

WegenV; o = Vg ; ergibt sich die adjungierte Gleichupg (Z115) auf SEie 20Xmi= Vg

d
Ve =—Le —Vifa

Damit kann ein Minimumprinzip formuliert werden:

Satz 2. Minimumprinzip:

Sei (z*,u*, w*) ein Prozess, der die Optimalsteuerungsaufdabe](2.1)) Bt (Rinimiert, dann
existieren Multiplikatorfunktione\ : [0,¢¢] — IR™, p : [0,%;] — IR™ und Multiplikatoren
v € IR™, sodass die Gleichung@n (Z.]l4) pis (Z]27)t&ind und fir fast allet € [0, ¢¢] gilt

H(z", u", w*, A t) = u(rgliwn( : H(x",u,w, A\, t) =: H(x", A 1).
), (t
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Bedeutung fur hybride Probleme

Bisher sind die Steuerungan noch als kontinuierlich angenommen. Da das Minimumprinzip
auch unter Ungleichungs- und Gleichungsbedingungen atdigrungen gilt, kann hier z. B.

(w; — wo;)(w; — wiy) ... (Wi — Wy,,,i) =0

gefordert werden, womiiw wieder auf seinen diskreten Wertebereich eingeschrankPap96).
Damit kann das Minimumprinzip auch fur Steuerungen mikigieem Wertebereich angewandt
werden.

Falls eine Steuerung; mit w; ;i < u; < U mq, IN der Hamiltonfunktion linear auftritt und damit
g—i unabhangig vom; ist, kann ihr Verlauf anhand des Vorzeichens der Schaltfank

0OH
8’1]@

si(z,u,w,\) =
bestimmt werden.

t) Uimin falls  s;(x, u,w,A) >0
u; =
Uimae falls s;(x, u,w,X) <0

Insbesondere gilt dies auch fur Steuerungegn), die bei entsprechender Formulierung linear auf-
treten, was im spateren Verlauf noch gezeigt wird. Habesalgerade den diskreten Wertebereich
Wi mins Wi,maz» SO Wird dieser auch im relaxierten Fall, daby. : [0,t¢] — [w; min, Wi mas], ANQE-
nommen. Steuerungen, bei denen die Schaltfunktion nustélitn besitzt und nicht auf ganzen
Teilintervallen identisch null ist, heiReBang-bang-Steuerungen

Problematisch ist der Fall, bei dem auf einem ganzen Teilall s;(x, u, w,A) = 0 gilt, und
somit eine singulare Steuerung vorliegt. Steuerungemé&d in diesem Fall aus den Ableitungen

%i% mit 8%]1%/61; berechnet werden.
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Kapitel 3

Modellierung von diskret-kontinuierlichen
dynamischen Prozessen

Einer der ersten Schritte zur Berechnung der optimalereBtieg eines Systems ist die Erzeugung
eines geeigneten Modells fur die weiteren Arbeitssahriin Modell ist ein vereinfachtes Abbild
eines Originals, das selbst ein Modell sein kann, und &t die Eigenschaften, die dem Mo-
dellierer wichtig erschienen. Somit spiegelt ein Modefieesubjektive Wahrnehmung wider und
ist nicht eindeutig. Verschiedene Modelle haben unteesitithe Zielsetzungen und nicht alle sind
fur die numerische Optimierung geeignet.

Modelle konnen auf mehreren Abstraktionsebenen angasisein, von einem konzeptionellen

Modell bis hin zu einer mathematischen Beschreibung, dizeredet werden kann, um, wie hier

angestrebt, optimale Steuerungen zu berechnen. Sowiettechteten Systeme komplexer wer-
den, helfen Modellierungswerkzeuge bei der Validierund anch bei der automatischen Erzeu-
gung des Codes einer mathematischen Formulietung (TB@#aUEomatisch generierter Code ist
im Allgemeinen langsamer als ein handoptimierter, jedstldie Zeit nicht zu vernachlassigen,

die ein Modellierer bendtigt, um ein mathematisches Mioefékzient am Computer zu implemen-

tieren und zu validieren. In dieser Arbeit wird die autorselie Codegenerierung nicht verwendet,
die folgenden Kapitel sollen aber die Moglichkeiten daatraigen.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird auf Hilfsmittef di#odellierung eingegangen, wobei die
gemischt diskret-kontinuierlichen Aspekte im Vordergiwtehen. Auf die spezielle Modellierung
der kontinuierlichen Vorgange wird weniger stark eingegen, da diese im Allgemeinen anwen-
dungsspezifisch sind. Aufbauend auf den Ergebnissen des ésschnitts werden anschliel3end
Formalismen besprochen, die es erleichtern, geeigneteematische Formulierungen fur die nu-
merischen Berechnungen zu erzeugen.

3.1 Modellierungswerkzeuge

Nachdem ein konzeptionelles Modell vorliegt, werden hgbrSysteme in den technischen An-
wendungsgebieten haufig mit hybriden Automaten_(ACHH9Petrinetzen [ (BSN99)
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und gelegentlich auch mit Bondgraphen (Mos97) modellMadellierer bevorzugen fur gewodhn-

lich diskret-kontinuierliche Erweiterungen der Werkzeugdie in dem entsprechenden Anwen-
dungsgebiet aus dem rein Diskreten oder rein Kontinuleglicbereits bekannt sind. Alle Her-

angehensweisen bergen Vor- und Nachteile. So sind z. BnP&ie besonders gut geeignet, um
nebenlaufige konkurrierende oder kooperierende Systemeozlellieren/(OREMO00), auf der an-

deren Seite werden sie schnell grol3 und untibersichtlighritle Automaten eignen sich gut zur
Modellierung und Untersuchung von geschalteten Systemeatten folgenden Abschnitten wer-

den hybride Automaten in Verbindung mit gemischt diskrettknuierlicher Optimalsteuerung

untersucht.

3.1.1 Hybride Automaten

In der Informatik werden Maschinen, die nach bestimmteneRegrbeiten, Automaten genannt.
Diese Maschinen miussen dabei in der Realitat nicht zmdgsistieren. Sie wurden urspringlich
als einfaches Modell fur Nervennetze eingefuhrt. Die éegach denen ein Automat arbeitet,
werden durch ein Programm vorgegeben. Automaten werdgpig@ahnlich zur Verifikation ein-
gesetzt. Hierbei wird z. B. untersucht, ob gewisse Zust@nteichbar sind, oder ob Beadlocks
also Zustande, die nicht mehr verlassen werden konnbh,@egebenenfalls kann auch das Pro-
blem von Zenon, d. h. unendlich viele Schaltungen zwischateghzustanden in endlicher Zeit,
auftreten. Automaten konnen durch Graphen dargestettieve wobei die Knoten den diskreten
Systemzustanden entsprechen, und die Kantetuteengangen zwischen diesen. Falls der Folge-
zustand nicht durch einen eindeutigghergang bestimmbar ist, hei3t der Automat nichtdetermi-
nistisch, anderenfalls deterministisch.

Die Zustande des Automaten werden instantan durchla&i@nSysteme, die in einem Zustand
eine gewisse Zeit verharren sollen, kann ein Automat mip@ibren ausgestattet werden, die
folgendermaRen definiert sind (vgl. auch Bemerkidng 5 autBd).

Definition 3 (Stoppuhr)
Eine Stoppuhr ist eine Systemvariable mit Anfangswef0) = 0, Flussgleichung:; = 1 bei
laufender und:; = 0 bei stillstehender Uhr.

Wird ein neuer Zustand des Systems erreicht, so startettdm@hr und misst die Zeit, bis der
Zustand wieder verlassen wird. Gegebenenfalls kann digp8to bei einem Wechsel in einen an-
deren Zustand zuriickgestellt werden. Bei Zustandswéthisestreicht keine Zeit. Produkte sol-
cher Automaten benotigen eine zeitliche Synchronisattartomaten mit Uhren werden zeitlich
abgestimmte Automaten genannt (AlL99).

Durch die Zeitmessung ist es auch denkbar, zeitkontinarerlAblaufe zu untersuchen. Dies ge-
lingt mit der Einfuhrunghybrider Automaterfvgl. (HenQ0)), die hier um Steuerungen erweitert
werden.

Definition 4 (Hybrider Automat)
Ein hybrider Automat{ = (V, E, X, U, init, inv, flow, jump, event) besteht aus
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e einem endlichen, gerichteten Multigraph@n E) (vgl. auf Seit€_126), mit
Knoten aug/, die als Systemzustand bezeichnet werden, und Kanteh ,alesn so genann-
ten Systemschaltungen;

e einer Menge kontinuierlicher Zustandsvariab¥n- {z1, ...,z };
e einer Menge kontinuierlicher Steuervariablén= {u,, ..., u,,};
e einer Abbildunginit, die einer Kante eine Anfangsbedingung zuordnet;

e denlnvarianten gegeben durch eine Abbildurigv, die jedem Knoten durch Gleichungs-
und Ungleichungsbedingungen einen zulassigen Bereicti€ kontinuierlichen Zustande
zuordnet;

e einer Abbildungflow, die jedem Systemzustand eiRkissgleichundpzw. Dynamik zuord-
net;

e einer Abbildungjump, die den Kanten Sprungbedingungen zuordnet,

e einer Abbildungevent, die den Kanten Ereignisse, die beim Schalten eintretendnet.

3.1.2 Zusammenhang zwischen hybriden Automaten und Steuangspro-
blemen

Damit mit einem numerisches Verfahren ein optimaler Stenugsprozess berechnet werden kann,
mussen in der mathematischen Problemformulierung alkubhgskandidaten enthalten sein. Um
dies zu erreichen wird angenommen, dass das Problem vonrdemoauftritt und Steuerungen
existieren, mit denen alle Systemzustande erreicht wekdanen.

Charakterisierung der Problemphasen

Abbildung[3:]1 auf der nachsten Seite zeigt ein Beispie®imybriden Automaten. Im Bildbereich

| ist eine Anfangsbedingung dargestellt. Hier wird der Aust festgelegt, in dem sich das Sys-
tem zur Zeitt, befindet. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der Aggbadingung (2.b)
auf Seitd Il fur die Zeity. Nachdem die Anfangswerte gesetzt sind, befindet sich dstei®@yin
dem ersten Knoten bzw. der ersten Phase. Diesem Knoterrcdt flivw(1) eine Dynamik zuge-
ordnet, nach der sich das System unter Beriicksichtigundutehinv(1) zugeordneten Neben-
bedingungen kontinuierlich weiterentwickelt, bis die clujump(12) zugeordneten Bedingungen
erfullt sind und den Sprung in den zweiten Knoten einleiterder Optimalsteuerung entspricht
die durchjump(12) zugeordnete Bedingung den inneren Punktbedingupgen &afSpeite 17

zu den Zeitpunkten;, in diesem speziellen Fall. Damit ist die erste Problemphase abgeschlos-
sen. Die Systemvariablen bleiben bdithergang kontinuierlich, es sei denn sie werden durch die
Translationsbedingung@n (2.6) auf Sé&ife 17, die dareht(12) gegeben werden, verandert.
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Abbildung 3.1: Beispiel eines hybriden Automaten

Jeder Knoten bildet mit seinen duré¢hit(01) oderevent(ij) und den durch Stetigkeitsbedin-
gungen gegebenen Anfangswerten, dem differentialal gelhren System, gegeben durtlaw ()
undinv(j), und seiner Endbedingung, die er dugetnp(jk) erhalt, den zulassigen Bereich eines
einphasigen kontinuierlichen Optimalsteuerungsproblegenauer gesagt den einer Zeitspanne
[ti, t;11] des gemischt diskret-kontinuierlichen Probldms (2.1[B5S] auf Seité€ 17, innerhalb der
die diskreten Steuerungen konstant sind. Damit ist einsd”Harch die eingehende Kan!el_e»,

den Systemzustarig] und die ausgehende Kanfeﬁ» eindeutig bestimmit. ’

Die Knoten werden entsprechend Abbilddng 3.1 durchwanbertein Endzustand, wie im Qua-
dranten IV abgebildet, erreicht wird, und bilden dabei jésvdie endlich vielen Phasen eines
zulassigen Steuerprozesses des OptimalsteuerungsmeBz. 1)) bi§ (2.7) auf Seifell7.

Bemerkund.O (zyklische Randbedingung)

Falls keine Anfangsbedingung und kein Endzustand vorhasa, und der Automat einen ge-
schlossenen Kreis bildet, handelt es sich um ein periodssClptimalsteuerungsproblem, bei dem
End- und Anfangszustand miteinander verknuipft sind. Higss ein Zustand als Anfangszustand
definiert und durch eine zyklische Randbedingung mit seiMerganger verknupft werden.

Automaten mit Kosten

Der letzte Abschnitt hat gezeigt, dass hybride Automatenind Hinblick auf die diskreten Ent-
scheidungen deterministisch sind, und deren Menge Zg&isSteuerprozesse nicht leer ist, di-
rekt mit den Nebenbedingungen eines mehrphasigen Optenalsingsproblems in Verbindung
gebracht werden konnen. Um einen direkten Zusammenhan@ptimalsteuerungsproblemen
herzustellen, wird die Definitidd 4 auf Seffel 37 erweitert zu

Definition 5 (Hybrider Automat mit Kosten)
Ein hybrider Automat? = (V, E, X, U, init, inv, flow, jump, event) mit

e einer Abbildungeost,, die den Systemzustandeaufkosterzuordnet, und
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e einer Abbildungeost,, die den Systemschaltung8chaltkostezuordnet,

wird hybrider Automat mit Kostet/, = (V. E, X, U, init, inv, flow, cost,, jump, event, cost,)
genannt.

Damit ist der hybride Automat mit einer Zielfunktion ausgetet (vgl. auch (BLO4)). Die Gesamt-
kosten eines Laufs

w B o =D — ]

ergeben sich dann aus der Summe der Lauf- und Schaltkosten

n—

Z (cost,((i + 1)) + cost,(i(i + 1)) .

=0

Diese konnen direkt auf die Optimalsteuerung Ubertragerden, und es ergibt si¢h (2.1) auf
Seite[1V.

Durch diese Erweiterung kann bei der Untersuchung des Aaiermdie Frage der Optimierung
der Kosten aufgenommen werden. Die optimalen Kosten eineslaen Systemzustands hangen
zum einen von dessen kontinuierlicher Steuerung ab, zurarandauch von den Anfangs- und
Endwerten, die sich aus dé&lbergangen zu benachbarten Systemzustanden ergeleemirina-
len Kosten eines Systemzustands konnen nur dann fur sigtlnet werden, falls den ein- und
ausgehenden Kanten Ereignisse zugeordnet werden, digsten&ustande entkoppeln.

M ogliche Folgezusinde eines Knotens

Werden die Steuerungen als noch unbekannt angenommenfigoden optimalen Steuerprozess
nicht klar, welcher Systemzustand folgt, falls wie im zwaitQuadranten von Abbilduhg_B.1 auf
der vorherigen Seite dargestelltbergange zu mehreren Folgezustanden mdglich sindeserh
Beispiel kann entweder in den ersten Systemzustand zuodiek in den Systemzustand drei vor-
gesprungen werden, je nachdem, welche der dgwebp(21) und jump(23) gesetzten Sprungbe-
dingungen zuerst aktiv wird. Da es sich um nur zwei Alteretihandelt, bieten sich verschiedene
Ansatze zur Formulierung eines Optimalsteuerungspnablen, in dem alle moglichen Ablaufe
des Automaten beriicksichtigt sind. Ein Ansatz ist, denietzwischen Zustand eins und zwei
n mal zu wiederholen und dann nach drei iberzugehen:

el Bt el U e P e el Pl e
Dieser Ansatz ist sinnvoll, falls sich djennotigen‘Phasen nicht auf die Losung des Problems aus-
wirken, ansonsten muss die Anzahl gegebenenfalls redazler erhoht werden, bis die optimale
Anzahl gefunden ist. Die Komplexitat der einzelnen Phdsdeibt hier gering, die Anzahl hangt
von einer guten Schatzung ab.
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Eine weitere Variante ist es, beide Moglichkeiten als Ealgstand zuzulassen, die dann durch
Entscheidungs- bzw. Schaltvariablen gewahlt werden,imd&bschnifi 3.2 auf Seite"44 genauer
beschrieben wird.
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12 21
S 2 T Y
2l — Vv 21 12 12 23
—>[1]—>{12 21 }—> —>[3]—>\/ — —>[3]—>\/ —
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—
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23 33 12 23 — 38— Vv
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33 34 34 Ende
— [4] v Ende
34 \ 7
Ende

Das System geht in Zustand zwei Uber und hat nun die Mdgithn Zustand eins oder drei zu
wechseln. AnschlieBend kann es in Zustand zwei, drei oéeiergehen, je nachdem in welchem
es zuvor war. Im nachsten Schritt sind schon vier Zustamiglich. Zum einen die Zustande eins,
drei oder vier, die auf Zustand zwei und drei folgen konrem anderen der virtuelle Zustand
,Ende’, da es keinen Zustand nach vier gibt.

Eigentlich ist das Problem bereits gelost, wenn der vigustand abgeschlossen ist, aber da vor-
ab nicht bekannt ist, welche Anzahl von Phasen zu einer agimSteuerung fuhrt, enthalt die
Problemformulierung meist mehr als die benotigten Phas@nden Zustangende‘muss ein im
Sinne des Optimalsteuerungsproblemstraler Systemzustani@éfiniert werden:

Definition 6 (Neutraler Systemzustand)
Ein Systemzustand heil3t neutral, falls sich in ihm wedeMdrablen des Systems noch die Sys-
temzeit selbst verandern und er keine Kosten verursacht.

Im Folgenden wird der neutrale Systemzustandmitf bezeichnet und tragt die Nummerfalls
die Systemzustande nummeriert sind. Da er die VariablenSystems nicht verandert, muss
flow(0) Gleichungenz = 0 zuordnen, undnv(0) darf keine Bedingungen hinzufugen, die
aktiv werden konnten. Wegen der Forderung unverandeni@eit wird eine Stoppuhr in allen
Zustanden des Automaten verwendet, wobei die reale Zethdilie der Stoppuhr ersetzt wird.
Sowie der neutrale Systemzustand erreicht wird, wird dogp@thr angehalten. Der neutrale Zu-
stand wird nach Verstreichen einer gewissen vorgegebeaigspanne wieder verlassen.

Eine weitere Moglichkeit, die Phasen eines Optimalsteugsproblems fur einen Automaten fest-
zulegen, basiert darauf, ihn zunachst zu zerlegen. Dazlieine Kantenmeng® C F des Auto-
maten gewahlt, deren Sprungbedingungen paarweise vedechsind. Alle Kanten dieser Menge
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werden Uber Knoten des neutralen Zustands umgeleitet,die PAnfangszustande aller Kanten
ausE werden mit dem neutralen Zustand verbunden, der wiederurdeni Endzustanden aller
Kanten aus” verbunden wird. Die Sprungbedingungen miissen paarweisehieden sein, damit
der urspriingliche Ablauf des Automaten erhalten bleibtAbbildung[3.2 ist diese Problematik
dargestellt. Gegebenenfalls konnen die Sprungbedireyuggeignet angepasst werden.

Besonders geeignet zur Umleitung sind
Schnitte und vor allenBriicken (siehe
Definition [1I5 auf Seitd_127), die den
Graphen zeitlich trennen. Es wird noch
einmal der Automat aus Abbildurig-8.1
auf Seitd_3P betrachtet. Dieser besitzt die
Kanten23 und34 als Brucken. Nunwird
jeweils die Anzahl der Phasen vom Start
bis zur ersten Briicke, die zwischen ers-
ter und zweiter Briicke und die bis zum
Ende bestimmt oder geschatzt. Hinter
den Bricken wird der neutrale Zustand
eingefugt. Fur die Modellierung werden
nur die moglichen Folgezustande bis zu
dem neutralen Zustand nach der nachspbildung 3.2: Mehrdeutige Umleitung bei Verwen-
ten Briicke in Betracht gezogen. dung des neutralen Zustands
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Der neutrale Systemzustand zerlegt das Problem in mehedstitke. Zunachst wachst die An-

zahl der Moglichkeiten, je weiter in die Zukunft gedachtdviDann sorgt der neutrale Zustand
dafur, dass sich die Moglichkeiten wieder reduzieren dadach erneut anwachsen. Durch die-
se Vorgehensweise ergeben sich im OptimalsteuerunggpnoBhasen mit weniger komplexen

Funktionen, da weniger parallele Moglichkeiten beaciv&iden missen.
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Parallele Ablaufe

init(01)

init(01)

Jump(12)
cvent(12)

Jump(12)

event(12)

Abbildung 3.3: Hybrider Automat paralleler Ablaufe

Bisher wurden zukiinftig mogliche Systemzustande bbbtet. Bei technischen Anwendungen lau-
fen haufig mehrere Prozesse parallel ab. Dies konnen zlgjz&uge im Landeanflug sein. Jedes
der Flugzeuge kann fiir sich durch einen hybriden Autometegestellt werden. Abbildurig—3.3

zeigt zwei hybride Automaten, die parallel ablaufen soll&machst wird angenommen dass die
Automaten synchronisiert sind. Beide Automaten besitzea Anfangsbedingung und gehen in
ihren ersten Zustand tber, in dem sie sich weiterentwiches$ einer von beiden die erste Sprung-
bedingung erreicht. Hier stellt sich die Frage, welcherloiden zuerst in den zweiten Zustand

ubergeht.
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Trotz der wenigen Systemzustande jedes einzelnen Augsnggt es durch den parallelen Ablauf
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beider eine Vielzahl von moglichen Systemzustanden mZa&unft. Parallele Ablaufe kdnnen
unter Verwendung der neuen Systemzustgndel), (1 A 2), etc., auch in einem einzelnen Auto-
maten dargestellt werden.

Zusammenfassung

Die unterschiedlichen Phasen, die aus dem hy-

briden Automaten hervorgehen, entsprechen

den Verbindungen zwischen den ein- und aus-

gehenden Kanten innerhalb der Knoten. Eine
O interessante weitere Darstellungsvariante ergibt
12 01 sich, wenn die Kanten des Automaten als Kno-

ten dargestellt werden, und die moglichen Pha-

33 sen als Kanten. In diesem Fall sind die konti-

»O—> - ) .

34 nuierlichen Veranderungen des Systems in den

Kanten und die Schaltungen in den Knoten. Ab-

Abbildung 3.4: Phasengraph eines AutomateRildung[3.4 zeigt derPhasengraphezu dem
Automaten aus Abbildurig3.1 auf Seliid 39.

21

23

Definition 7 (Phasengraph)

Wir bezeichnen einen Graphéf(Vp, Ep) als Phasengraph eines Automaten, wobei die Menge
der KnotenVp := E der Menge der Kanten des Automaten entspricht, Bpd= Vp x Vp die
Kanten zwischen diesen neuen Knoten sind.

Momentan liegt das Optimalsteuerungsproblem durch lbgigeusdriicke beschrieben vor. Ver-
schiedene Phasen, die zu einem Zeitpunkt vorliegen kgrfilaren zuDisjunktionen parallele
Ablaufe zuKonjunktionerund abhangig&bergange zdmplikationen Fiir jede in der Problem-
stellung mogliche Phase wird eine diskrete Variable diifgg, um diese eindeutig zu identifizie-
ren und deren Abhangigkeiten formal beschreiben zu kin@ewohnlich werden binare Varia-
blen zum,An- und Ausschalten‘von Termen und ganze Zahlen zum Zaldenendet.

Oft unterscheiden sich die Phasen nicht komplett, sondermnvenigen der Bedingungen, was
in der folgenden Formulierung berticksichtigt werden kann

3.2 Binare Variablen und logische Zusammenknge

Ist ein System einmal in Form eines hybriden Automaten daefje konnen die verschiedenen
moglichen Systemablaufe leicht in Form von Relationeschéeben werden. In diesem Abschnitt
wird nun erlautert, wie diese Relationen in Gleichunged wmgleichungen tbersetzt werden
konnen, so dass ein streng formales, konsistentes gerdiskhet-kontinuierliches Optimalsteuer-
ungsproblem vorliegt, das numerisch gelost werden kaen Abschnitt ist an (Kal02) angelehnt,
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wo auch weiterfuhrende Informationen gefunden werdemkd. In Zusammenhang mit hybri-
den linearen und zeitdiskreten Optimalsteuerungsproesei auf Arbeiten wie (BM99; BGD3)
verwiesen.

Im ersten Abschnitt wird darauf eingegangen, wie die veestdnen diskreten Variablentypen
durch binare Variablen vereinheitlicht werden konnentdy Verwendung dieser binaren Varia-
blen werden dann mogliche Formalismen beschrieben, uisdiog Ausdriicke durch Gleichungen
auszudriicken. Der letzte Abschnitt beschaftigt sichitlame die Bedingungen durch die binaren
Variablen an- und abgeschaltet werden kdnnen.

Diskrete durch binare Variablen oder logische Ausdriaikech arithmetische Nebenbedingungen
zu ersetzen, ist nicht immer eindeutig. Da viele numeridobsungsverfahren zur Losung von
Problemen mit diskreten Variablen zwischenzeitlich ddassigen Bereich vergrol3ern, auch rela-
xieren genannt, indem sie statt diskreter kontinuierli¢heablen zulassen, sollte im Zweifelsfall
anhand der Relaxierung entschieden werden, welche Nethaglb@gen besser sind. Winschens-
wert ist, dass der relaxierte Bereich konvex, moglichstrklnd einfach strukturiert ist.

3.2.1 Variablen mit diskreten Wertebereichen

Diskrete Variablen resultieren aus den Systemschaltyrgerkonnen die Anzahl von Bauteilen
angeben oder sie konnen aus der Auswertung von kontiraierl Funktionen an diskreten Stellen
stammen.

Satz 3.Seiz € Z, wobeiZ C IR™ eine lochstens atithlbare Menge diskreter Werte ist. Dann
existiert eine Teilmengé C Z und eine Bijektion vof aufZ.

Die Werte einer solchen Menge kdnnen also nummeriert bewchdganze Zahlen identifiziert
werden. Dabei ist zu beachten, dass eine Nummerierung &uelsertierung angeben kann. Die
Auswahl eines diskreten Wertése Z mit |Z| = n kann nun durch binare Variablen € {0,1}

durch
n
zZ = Zzzél
i=1

realisiert werden. Hinzu kommt, dass die binaren Variallamit eine so genann&0S-1-Menge
bilden. SOS-1-Mengen (engspecial ordered set of type) 5ind geordnete Mengen beliebiger
Variablen, von denen nur eine Variable ungleich null seirf.dies kann hier durch die Konve-

xitatsbedingung
1 = Zzi
=1

gefordert werden. Eine weitere Moglichkeit, Werte diedainlenmenge durch binare Variablen zu
identifizieren, ist, jeweils nur den Differenzbetrag zunmrgé&nger zu addieren:

n
zZ = 50-'— E Zi(gi—gifl), Zi S Zi—1, V’ZIQ,,TL
=2
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Bei ganzen Zahlen kann auch deren Binardarstellung vetetenerden, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 4. Eine ganze Zaht kannuber die Summe

mitm € Ny undz; € {0, 1} eindeutig dargestellt werden, wobei

~—

log(n

m=1+ md_(log(Q)

)

ist undrnd_ Abrunden bezeichnet.

3.2.2 Relationen zweier und mehrerer Argumente

Nachdem alle diskreten Variablen die im Problem vorkommewghibinare Variablen ausgedriickt
sind, lassen sich die logischen Zusammenhange durchialggen und Ungleichungen beschrei-
ben. Damit konnen mogliche Ablaufe eines hybriden Auditen durch Formeln dargestellt wer-
den. Der Vollstandigkeit halber sind die Rechenregelnogiischen Ausdriicken [nAbschniffA.1
auf Seitd 125 kurz zusammengestellt.

Relationen und lineare Gleichungen

Aus dem Modell, das unter Verwendung hybrider Automatete#trsvurde, ergeben sich ver-
schiedene logische Aussagen Uber die einzelnen PhadenniiaRelationen flr zwei Aussagen
vorliegen, ergeben sich die resultierenden Gleichungerngleichungen aus

Satz 5. SeienA und B Aussagen, denen die Variablen € {0,1} undzp € {0, 1} zugeordnet
sind, so dasg, = 0, falls Aussaged falsch, undz, = 1, falls Aussaged wahr ist. Analoges
gelte fir zz. Logische Ausdrcke lassen sich wie folgt durch Gleichungen und Ungleigkan
ausdiicken:

A N B & zpy+z2=2
AV B & zp+z5>1
A S 1l—2xa=1

A —- B & z4—25<0
A < B & z4—25=0
A @® B & zx+zp=1.

Die Giiltigkeit derAquivalenzdieser Relationen zu den Gleichungen und Ungleichungen kan
direkt aus der Wahrheitstabelle Tabellel 3.1 abgelesenemeld bezeichnet dabei wahre urid
falsche Aussagen.
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Tabelle 3.1: Wahrheitstabelle mit ersetzenden Gleichange

Konjunktion  Disjunktion Negation Implikation Aquivalenz Antivalenz
A B ANB AV B A A— B A< B A®B
AV B (ANB)V(AANB) (AAB)V(AADB)
w W %% w F %% w F
W F w F F F w
F W F w %% %% F %%
F F F F w w w F
ZA 2ZB Zat+zp=2 za+zp>1 z4=0 2z4—2<0 za—2=0 Za+zp=1
1 1 w w F w w F
1 0 F w F F F w
0 1 F w %% %% F %%
0 O F F %% w w F

Wird ein Wert in einer Aussagé verneint wieA, so ist die dazugehorige Variablg = 1 — 2,4.

Damit lassen sich leicht die Aussagen

ANB, (AVB)

die nach den Gesetzen von DeMor@an (A.1) auf $eifé 125 &Emsind mit

ANB =
AVB =

ol @l

V
A

NN

in arithmetische Ausdriicke umwandeln

AVB & 1—z244+1—25=2 & 24=0, z5=0
AANB < l—244+1—221 & zp+2< 1.

Einige Aussagen aus Sdik 5 auf der vorherigen Seite lasskrasth auf mehrere Argumente

erweitern
/\?:1 Ai g Z:‘Lzl ZA;, =1
\/?:1 AZ g Z?:l ZA; > 1.

Umformungen

Wie bereits in der

Einleitung dieses Abschnitts erwahayrien oft gleichwertige Bedingungen fur

die binaren Variablen aufgestellt werden, die aber imxieléen Fall unterschiedliche zulassige
Bereiche definieren. Dies soll anhand des folgenden Bdssaies (Kal0?2) verdeutlicht werden.
Betrachtet wird der logische Ausdrugk/(BAC'). Dieser ist gleichbedeutend njit vV B)A(AVC)

und genau dann wahr, wenn

z2a+zp>1, zp+zc>1,

was gleichbedeutend mit
224+ 2p+ 20 > 2

(3.1)

(3.2)
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i 0.2
0.8 .

) 0.2
0.8 .

(a) zu Gleichungepn (311) (b) zu Gleichunf(3:2)
Abbildung 3.5: Relaxierung der Nebenbedingungen bei soteedlicher Formulierung

ist.

Der zulassige Bereich der relaxierten Bedingungen [sfHraBfgezeichnet. Die Gleichunden (3.1)
liefern einen wesentlich kleineren Bereich [als (3.2). DeslBgung ist alsscharfer, auch wenn
sie fur diskrete Werte die gleichen zulassigen Punktelerg. Es gilt also nicht, dass weniger Ne-
benbedingungen oder weniger Variablen ein leichter zerides gemischt diskret-kontinuierliches
Optimalsteuerungsproblem ergeben. Vielmehr ist ausggblzend, wie der dazugehorige zulassi-
ge Bereich aussieht.

Da die Bedingungen, die bei hybriden Automaten den Kantgeaulnet wurden, eventuell selbst
logische Ausdriicke enthalten, ist es moglich, dass lmgare binare Gleichungen entstehen. Die-
se konnen durch Hinzunahme weiterer binarer Variablehimearer Bedingungen eliminiert wer-
den. Zunachst werden dazu Potenzen von binaren Varialiexh die Variablen selbst ersetzt, da
2" = z fur z € {0, 1} gilt. Produkte zweier binarer Variablen sind wiederumaimertig, und es
gilt genau dann,z, = 1, falls [z, = 1] und [z, = 1], ansonsten giliz,z, = 0]. Eine Variable
zap, die die Nebenbedingungen, < z,, ze < 2z, UNdz,, > 2z, + 2z, — 1 erflllt, hat dieselben
Eigenschaften wie das Produkt:;, und kann es somit ersetzen.

3.2.3 Logische Verknipfung von Nebenbedingungen

Nachdem die Abfolge und die Auswahl verschiedener Phaseshdlie Nebenbedingungen, die
aus den logischen Verknuipfungen stammen, durch zu&Esigmbinationen von binaren Variablen
festgelegt sind, miussen nun die Bedingungen, die eineeRitefinieren, entsprechend an- und
abgeschaltet werden. Falls noch Terme enthalten sindndien diskreten Variablen nichtlinear
sind, so konnen diese folgendermafien umgeformt werden:

Bemerkund.1.

Sei eine Abbildung: : U x W — IR"™ mit W = {w, ..., w,} gegeben, so kann sie als Linear-
kombination in der Forna(u, o) = """ | aa(u, w;) mita; € {0,1} und)_" | o; = 1 dargestellt
werden.

Eine andere Variante, um dies zu erreichen, liefert



3.2 Binare Variablen und logische Zusammenhange 49

Bemerkund 2

Sei eine Abbildung: : U x W — R™ mit W = {w, ..., w,} gegeben, so kann sie als Linear-
kombination in der Form(u, a) = a(u, wy) + >, a;(a(u, w;) — alu, w;—1) Mite; € {0,1} und
o a; < oy dargestellt werden.

Dynamik

Im zeitlichen Verlauf werden verschiedene Terme in den dbBlemgsnebenbedingungen an- und
abgeschaltet. Zu den Gleichungsnebenbedingungen geadcé die Differentialgleichungen, die
die Dynamik des Systems beschreiben. Unter Anwendung voreBeind1ll oder Bemerkuibgl12
kann die Dynamik immer als Summe verschiedener Dynamiken

Moy

& = f(a(l),u(t), w(t),p,q,t) = Zwi(t)f(w(t% u(t), wi(t), p, q,1)

mit w € W und |W| = m,,, dargestellt werden, wobei alle binaren Steuerungelmear auf-
tauchen und weitere Bedingungen erfulllen missen. Dieddraentscheidenden Vorteil, dass sich
diskrete Steuerungen, die im relaxierten Fall wie konenliche zu behandeln sind, wegen des Mi-
nimumprinzips, wie il Abschnift 2.3.3 auf Selfd 35 erlatjtgegebenenfalls automatisch zu null
bzw. eins ergeben konnen.

Big-M

Eine Standardmethode, um geschaltete Nebenbedingunggmmaulieren, ist die so genannte
,Big-M-Methode’. Hierfur werden zunachst obere und uat8chranken fur die Nebenbedingun-
gen festgelegtn < h(y) < M. Solangez = 0 gilt, wird y durch

h(y) < (1—2)M

nicht eingeschrankt. Analog gilt dies fur die untere &ctie, und es lassen sich die leicht tber-
prufbaren Zusammenhange (val. (BM99)) zusammenfassen i

Satz 6.Es seif : Y — IR, m = minh(y), M = maxh(y) undz € {0,1}, dann gelten die

yeY yeY
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folgenden Zusammeahge:

[h(y) <0]  V[z=1 < h(y) <=M (3.3)
[h(y) <0]  Alz=1 <hy)—z<-1+m(l-2) (3.4)
[h(y) < 0] < h(y) >0 (3.5)
[2=1] — [h(y) 0] & h(y) <(1-2)M (3.6)
[2=1] = [0<Ay)] < (1 —2)m < h(y) (3.7)
[z=1] — [aly) =0] & A —-2)m<h(y)<(1-z)M (3.8)
[h(y) <0]  — [¢=1] << h(y) >2zm (3.9)
_ hMy) < (1—2)M
hy) <0 < =1 & { M) > 2m (3.10)

Die Beziehungem (3:8) bis (3.:10) sind einfache logischeildpdhgen an Nebenbedingungen.
Bei[(3.6) big[(3.9) ist die Schaltvariableder Ausloser dafir, dass der zulassige Bereich einge-
schrankt wird. Im Gegensatz dazu schaltdt’in {3.9) dieikargrliche Variabley die binarez auf
eins, sowie die Ungleichuniy(y) < 0 erfullt ist. In Gleichund (3.10) sind Nebenbedingung und
binare Variable direkt gekoppelt.

Im Folgenden wird Bedingurlg (3]6) genauer betrachtet, elaedir oft bei Problemformulierun-
gen vorkommt. Beim Schalten zwischen mehreren disjunktei€ben, die durch;(y) < 0 mit

m; < h(y) < M;,i = 1,...n, gegeben sind, ergeben sich durch die Big-M-Formulierueg di
Gleichungen

hity) < (1 —z)M;, (3.11)
np
o= 1, (3.12)
i=1

Zi € {0,1}, 1= 1,...,nh. (313)

Falls es sich bei den Funktionéf(y) um konvexe Funktionen handelt, bilden auch die Gleichun-
gen[(3.17) big (3.IB) einen konvexen Bereich, der die kamdfille der disjunkten Teilgebiete
enthalt. Ein Beispiel dazu ist in Abbilduipg 3.6(a) auf dachsten Seite zu sehen.

Konvexe Hille

Eine strengere geschaltete Nebenbedingung als sie daviBigsatz liefert, ergibt sich aus der
konvexen Hulle. Fur weitergehende Betrachtungen, sBeveecise zu den einzelnen Behauptungen
sei auf (GLOB) und die dortigen Literaturangaben verwiesen

Betrachtet werden die Nebenbedingungeiy) < 0, mit 20, U] — IR konvexundi = 1,...,ny,
die disjunkte Gebiete definieren wie sie z. B. in Abbild{ing(B] auf der nachsten Seite zu sehen
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(a) Relaxierung bei Big-M (b) Relaxierung bei ,konvexer
Hulle*

Abbildung 3.6: Relaxierung geschalteter, disjunkter @tbi

sind. Die konvexe Hillle dieser Gebiete ist gegeben durch

np

Zzi& = Y, gj € [ani,mam]a (314)
i=1
np,
du o= 1, zeo1] (3.15)
=1

Die Punkte¢; liegen wegen der Ungleichungen (3]16) jeweils in einem dgunkten Gebiete.
y stellt durcH (3.14) unf (3.15) eine Konvexkombination gedar. Aufgrund der Konvexitat der
Funktionem; ist damit die Menge aller so gegebengkonvex. Falls aber die Funktionén nicht-
konvex sind, ist im Allgemeinen auch die Relaxierung nicmtkex, wie auch Abbildung 3.6(b)
zeigt.

Um nun die logische Verknuipfurig; = 1] — [h;(&) < 0] zu erhalten, wird sie durchh;(y) <0
formuliert. Der bilineare Terrp (3.14) kann durch Verwengwon ¢; = g— linearisiert werden.

Damit ergibt sich aus (3.14) His(3.16)

nh
G o=y G e, 2Yimaal, (3.17)
=1
Nh
Y mo= 1, zelo1] (3.18)
=1

Zjhj(%) S 0, j = 1,...,77,. (319)

Aufgrund der Bedingunget < ¢ < zy; ma ISt €S offensichtlich, dass mindestens so schnell
gegen null strebt wie, weswegeriigl f(g) < 00 undli?g zf(g) = 0 zu erwarten sind. Allerdings

ist[(3.19) inz; = 0 nicht differenzierbar(GL03).
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Um eine stetig differenzierbare Funktion zu erhalten, im Allgemeinen durch

Gi

Zj+€

(27 + €)hy( )
mit z.B. ¢ = 10~* approximiert. Eine zu kleine Wahl vonkann zu numerischen Problemen
fuhren.

Zusammenfassung

Die Umwandlung der Variablen mit diskreten Wertebereicimehinare Variablen geht zunachst
mit einem Informationsverlust tber die Herkunft und Bedeg der Variablen einher. Diese In-
formationen sind nun in den Gleichungs- und Ungleichunigenbedingungen enthalten, die den
zulassigen Bereich fur die binaren Variablen besclemrilbie Darstellung dieses zulassigen Be-
reichs ist nicht eindeutig. Sie sollte so gewahlt werdexssdder zulassige Bereich im Falle einer
Relaxierung moglichst scharf ist.

Bei der Verknuipfung von Nebenbedingungen ist darauf zteagllass nicht zu viele neue Nichtli-
nearitaten hinzukommen, da diese weitere lokale Minimawgen konnen. Bei geschalteter Dyna-
mik kann eine Linearkombination der Einzelteile dazu &ihrdass in Folge des Minimumprinzips
kontinuierlich modellierte, binare Steuerungen autaschtihre diskreten Werte annehmen.

Gegebenenfalls ist es sinnvoll weitere binare Variabled Bedingungen einzufiihren, so dass
gezielt durch Umschalten dieser Variablen von Null auf Eangh weitere Variablen schalten.
Damit kann die Suche mit einem Branch-and-Bound-Verfalerbeblich beeinflusst werden.

3.3 Das gemischt biar-kontinuierliche Optimalsteuerungspro-
blem

Das hybride dynamische System wurde durch einen hybrideandaten dargestellt und anhand
der sich daraus ergebenden logischen Zusammenhangefindglichen Problemphasen in ein
mathematisch formales, nichtlineares, gemischt bi@tikuierliches Steuerungsproblem trans-
formiert. Da bei dieser Vorgehensweise eine feste Anzahl Sohaltungen der binarwertigen
Steuerungen vorgegeben ist, konnen die Zustande delt@upausammen mit den binaren Para-
metern in einem einzigen Vekta;, zusammengefasst werden. Spezielle Informationen Uleer di
Eigenschaften der urspringlich nicht zwingend binararidblen und Parameter missen bereits
bei der Modellierung berticksichtigt und als logische Begdingen0 > Lgqg, formuliert werden.
Zudem konnen durch weitere binare Parameter Schaltuigjssthkeiten geschaffen werden, die
im urspringlichen nicht vorgesehen waren. Damit ist dasigeht binar-kontinuierliche Optimal-
steuerungsproblem durch

123
T, a)) Zcb D dn ) + / L(x(t), u(t), p, gy, 1)t (3.20)

to
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unter
z = f(z(l),u(t)p q,t) (3.21)
0 = g(z(t),ult),p q1) (3.22)
0 = h(x(l), ult),p,qst) (3.23)
0 = r(z(t),p,q,t) (3.24)
0 = j(x(t;)), z(t),p, g, 1) (3.25)
0 > Lg, (3.26)

mit L € IR" "% undgq, € {0,1}"» gegeben, und es kdnnen geeignete numerische Verfahren zu
dessen Optimierung entwickelt und eingesetzt werden, wiagrsfolgenden Kapitel beschrieben
werden.
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Kapitel 4

Numerik diskret-kontinuierlicher
Optimalsteuerungsprobleme

In diesem Kapitel werden Verfahren beschrieben, die zwubhg nichtlinearer gemischt diskret-
kontinuierlicher Optimalsteuerungsprobleme eingeset&ztien konnen. Im ersten Abschnitt wer-
den zur Losung kontinuierlicher Optimalsteuerungspoi# geeignete Kollokationsverfahren
vorgestellt. Der zweite Abschnitt beschaftigt sich mitrdBranch-and-Bound-Suchverfahren, das
in einer aul3eren Iteration den Raum der diskreten Mokgitan absucht und in einer inneren Itera-
tion kontinuierliche Optimalsteuerungsprobleme last.dritten Teil wird schliel3lich eine weitere
Methode vorgestellt, die auf der teilweisen Diskretisrgraes Zustandsraums basiert. Dazu wer-
den Familien von kontinuierlichen Optimalsteuerungspewien numerisch geldst und schliel3lich
durch die Losung eines linearen ganzzahligen Optimiesprablems zu einer Naherungen des
ursprunglichen Problems zusammengesetzt.

4.1 Direkte Kollokation fir dynamische Optimierungsproble-
me

Im Wesentlichen lassen sich die Verfahren zur numeriscleerdnung von Optimalsteuerungs-
problemen in zwei Klassen einteilen, diielirektenund diedirektenVerfahren. EinJberblick iiber
die verschiedenen Verfahren wird z. B. in (SB92; Bet98) hege

Zu den indirekten Verfahren zahlen solche, die explizi@brauch von den notwendigen Be-
dingungen fur die Optimalitat eines Steuerprozessek Blgschniff 2.8 auf Seité27) machen.
Insgesamt fuhrt diese Herangehensweise auf das LosesMehrpunktrandwertproblemslas
numerisch integriert werden kann. Dazu gibt es eine Reine/ofahren, die meist auf der Mehr-
zielmethode beruhen. Ist eine Losung gefunden, so zdishotediese durch sehr hohe Genauigkeit
aus. Dem stehen aber auch einige Nachteile gegentber.

e Zum Aufstellen der notwendigen Bedingungen ist eine gutant@s der Optimalsteue-
rungstheorie unabdingbar und erfordert u.a. die explizoienulierung der sogenannten ad-
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jungierten oder Kozustandsdifferentialgleichungen.sBieft langwierige Vorgehensweise
kann durch den Einsatz von symbolischer Formelmanipulatier durch Techniken der
automatischen Differentiation unterstiitzt werden.

e Um bei der Mehrzielmethode in der Praxis Konvergenz zu enex, missen sehr gute
Startschatzungen fur die Zustandsvariablen und diengtguten Variablen vorliegen.

e Zum korrekten Aufstellen des Mehrpunktrandwertprobleshdie Kenntnis der Schaltstruk-
tur notwendig.

e Die Optimalitat der Losung ist gesichert, da die Verfahke Optimalitatsbedingungen
l6sen.

Direkte Verfahren basieren auf Ansatzen, das Optimadstergsproblem in ein endlichdimensio-
nales, nichtlineares Optimierungsproblem mit nichtlne@aGleichungs- und Ungleichungsbedin-
gungen zu transformieren, das dann mit Methoden der meaiten Optimierung gelost werden
kann. Beidirekten SchielR3verfahrast das dynamische System immer noch in die Nebenbedin-
gungen eingebettet, so dass nach jedem OptimierungsstagiSystem simuliert (d.h. numerisch
integriert) werden muss. Belirekten Kollokationsverfahrewerden die Differentialgleichungen
durch Kollokation an ausgewahlten Punkten implizit weitd der Optimierung gelodst. Damit fin-
den Optimierung und Simulation simultan statt. Die Vor- iINethteile seien hier kurz genannt:

e Um direkte Verfahren anzuwenden, ist kaum Vorwissen teeOgtimalsteuerungstheorie
notwendig.

e Diese lokal konvergenten Verfahren haben einen relati8gmnoKonvergenzbereich. Eine
Startschatzung der Trajektorien muss also bei weitent sagut sein wie bei den indirekten
Verfahren.

¢ Bei Kollokationsverfahren ist eine Validierung der Optiitég a posteriorimoglich, da die
Adjungierten aus den Lagrangemultiplikatoren des zurldsa nichtlinearen Optimierungs-
problems naherungsweise berechnet werden konnen8B0A; Ret03)).

¢ Die Genauigkeit der Losung ist nicht so hoch wie bei indieekV/erfahren, die Losung kann
aber als sehr guter Startwert fur solche genommen werden.

Betrachtet wird nun ein Optimalsteuerungsproblem miteieginfangs- und Endzeit. Falls das
Problem nicht in dieser Form vorliegt, kann es in diese getiraerden. Weiter sei eine zulassige
Wahl der diskreten Variablen und diskreten Steuerungegitsarorgegeben.

Ist nun im Rahmen der Steuerbeschrankungen eine zudalssiginuierliche Steuerung gegeben,
so kann mit dieser versucht werden, die Systemzustandieaudifferentialalgebraischen System,
das aus den Differentialgleichungen, Gleichungs- und &inglngsnebenbedingungen besteht, zu
berechnen. Abgesehen von etwaigen unbekannten Anfang&ndwerten der Zustandsvariablen
sind damit die kontinuierlichen Steuerungen die eigelmgjesuchten Unbekannten des Problems.
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Abbildung 4.1: Stuckweise konstante Diskretisierung

4.1.1 Diskretisierung
Steuerdiskretisierung

Da es sich bei den Steuerungen um zeitabhangige Funkfiatenm Elemente eines unendlich-
dimensionalen Raums, handelt, soll dieser Raum zur nuametsBerechnung geeignet durch
einen endlichdimensionalen approximiert werden. Dieungskandidatem(t) seien Elemente
des Hilbertraum&, undU,, C U ein endlichdimensionaler Teilraum, so kann eine Approxioma
Uqpp(t) € U, vonu(t) tber die endlichdimensionale Bagis(t), . . ., 4, (t) durch die Parameter

Yuds -« Yun als

Uapp(t) = Y Yuitia(1)
i=1

dargestellt werden. In den meisten Fallen wird ein Teitndl, mit stickweise konstanten ( Ab-
bildung[4.1(D)), stickweise linearen, stetigen (Abbild{#.2(D)) oder aber stuckweise linearen,
unstetigen Funktionen (Abbilduiig 4.3 (b)) gewahlt, desdievenig Parameter benotigen und doch
eine ausreichende Approximation darstellen. Die stucs@vkonstanten Funktionen sind beson-
ders gunstig, falls mit Bang-Bang-Verhalten gerechnatiere kann. Ein geeigneter Teilraul,
lasst sich durch eine Diskretisierung des Zeitintenjajlg ;] des Optimalsteuerungsproblems kon-
struieren.

Fur stickweise konstante Approximationen konnen ddkkistorfunktionen, auch charakteristi-
schen Funktionen genannt,

1 falls t€ [t ti),

0 sonst

ﬁit:

verwendet werden (Abbildurfg 4.T(a)), womit die Parametan &Vert der Approximation im je-
weiligen Intervall entsprechen. Bei dieser Approximateygeben sich bei einer Zeitdiskretisie-
rung mitn,, , Punkten(n, . — 1) Parameter je kontinuierlicher Steuervariable.

Stetige, abschnittsweise lineare Funktionen lassen siathdlie Basis

t—t;_
- falls tetiit),
ﬁl(t) — t::l—_fttl fa||S t e [ti7ti+1]7

0 sonst

darstellen (vgl[4.2(&) auf der nachsten Seite), wobekdste und letzte Intevall gesondert zu be-
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trachten sind. Damit ergeben sich i, Diskretisierungspunkten aueh, , Parameter je Steue-
rung. Diese Parameter zur Darstellung der Approximatiod die Werte von,,,, auf dem Gitter.

Fur eine nichtstetige Variante der abschnittsweise tere&teuerapproximationen kann eine Basis

=t falls ¢ € [tiq,ti],
ﬁ%(t) — tit1—t; [H—l z]

0 sonst

L=t falls ¢ € [tiq, ]
A 1. +1 )
Ugir1(t) = SH ti ot ¢ ¢

verwendet werden[("4.3(a) auf der nachsten Seite). Sornitemé2n,, , — 2) Parameter je Steue-
rung fur die Diskretisierung mit, , Punkten benotigt. Die Parameter sind die Werte der Steuer-
approximationen auf dem Gitter bzw. die linksseitigen Greerte an den Gitterpunkten.

Zustandsberechnung

Die Steuerungen kdonnen im Folgenden aufgrund einer getgnSteuerdiskretisierung durch
einen Satz von Parametern als gegeben angesehen werdess atedlt sich die Frage, wie die
Zustande berechnet werden kdnnen.

Haufig wird hier eine Mehrzielmethode verwendet. Dabeidvdusgehend von einer Schatzung
Yy, des Zustandes(t,) zur Anfangszeit vorwarts integriert bis zu einem Zwisghemktz', von
dem aus mit der Schatzung ; des Zustandes(t') bis zu dem Zeitpunkt* integriert wird, usw.
Dadurch existieren an allen Zwischenpunktei’) durch Vorwartsintegration berechnete Werte
und Schatzwerte fur die Zustande, deren Differenz pleigll werden muss, um eine Losung zu
erhalten. Der Schatzwert fur den Zustand zur Anfangseeitder berechnete Zustand zur Endzeit
milssen die Randbedingungen erfillen. Auf eifgberpriifungsgitter wird getestet, ob alle Ne-
benbedingungen von der Losung eingehalten werden. lasgesgibt sich ein nichtlineares Glei-
chungssystem, in das die Parameter der Steuerdiskratigiemd die Schatzwerte der Zustande
an den Punkten; als Variablen eingehen. Das Gleichungssystem kann z. Beim#imNewton-
Verfahrengelost werden. Eine Schwierigkeit dabei ist die Bereclgnder Gradienten der Neben-
bedingungen, da eine numerische Integration als Nebemdpeagen eingeht, was entsprechende
Rechenzeiten fur eine Gradientenapproximation verhisdigliche Springe oder Knicke in den
Zustanden mussen hier vom Integrationsverfahren ektdec gegebenenfalls muss die Integra-
tion neu aufgesetzt werden.

tz—l ti ti +1 ti +2 ti ti +1 ti +2
(a) Basis (b) Approximation

Abbildung 4.2: Stetig, stickweise lineare Approximation
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ti-l tz ti+1 ti+2 ’ t, tv‘,+1 ti+2 ’
(a) Basis (b) Approximation

Abbildung 4.3: Unstetig, stickweise lineare Approxiroati

In dieser Arbeit kommen Kollokationsverfahren zur Beragaigpder Zustande zum Einsatz. Dazu
werden, wie zuvor die Steuerungen, auch die Zustaride € X durch Funktionen aus einem
geeigneten endlichdimensionalen UnterrakinC X angenahert. Angenommen die Funktionen
Z1(t), ..., 2,(t) bilden eine Basis voiX,,, dann kann die Approximatian,,,(¢) durch

Tapp(t) = Z Yaii(1)
i=1

mit den Parametern, 1, ..., v., € IR dargestellt werden. Typischerweise werden hier Polynom-
splines verwendel (SB92; Hel98; Bet98; Can02; Ger05).

In (Con02) werden Polynome vierten und funften Grades gadet, um Low-Thrust-Manover
fur Weltraumfahrzeuge zu berechnen. Hierbei bewegt sectSdhub fir etwaige Steuerungen im
Bereich vonl0~3g bei einer Mandverdauer von bis zu 200 Tagen fiir einem-Etdes-Transfer.
Durch die gewahlten Approximationen konnte im Vergleichanderen Ansatzenbei gleicher Ge-
nauigkeit in den Losungen die Anzahl der Parameter niegitalten werden.

In den meisten Verfahren werden allerdirigsische Splineserwendet, da diese aufgrund des
niedrigen Grades nicht so stark zu Oszillationen neigensalche mit hoherem Grad. AulRer-
dem ist der Grad hoch genug, um auch stetige Differenzikeitazu erreichen. Damit besitzen
die Basisfunktionen wiederum einen lokalen Trager. Eieeignete Basis zur Darstellung liefern
Hermite-Polynom¢Hei98). Uber dem Interval[0, 1] lauten diese

Do(t) = 1—3t24 263,

Oi(t) = t—2% + 13

Dy (t) 3% — 2t3

Ps(t) = —t2 41

und besitzen die Eigenschaft, dass

Do(0) =1, Do(0) =0, Po(1) =0, Py(1) =0,
®,(0) =0, ®(0)=1, ®;(1)=0, (1) =0,
Dy(0) =0, Dy(0) =0, Dy(1) =1, Dy(1) =0,
D4(0) =0, D5(0) =0, P3(1)=0, dy(1) =1

gilt. Die Koeffizienten einer Linearkombination stellersalgenau die Funktionswerte und Stei-
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ti- t; it Lita i
(a) stetig differenzierbar (b) stetig

Abbildung 4.4: Kubische Approximation

gungen an den beiden Randpunkten des Inter{@ll§ dar. Fir beliebige Intervallg;, ;1] mit
t;v1 = t; + h; lasst sich diese Eigenschatft erhalten durch

Do (t) = q’o(%), Do4(t) = @2(%), Dy 4(t) = hz@l(%), Dy4(t) = hz@s(%)-

Bei einer stetigen, stetig differenzierbaren Approximateines Zustandes(t) wird eine Basis
aus den Funktionen

(@, 1(t) falls te€[tii,ti),
Ty =  Po(t) falls te [t ti],
0 sonst
(1 (t) falls t € [tiiti),
Tojp1r =  Dy4(t) falls t € [t;, tir1],
0 sonst

verwendet, womit sich der approximierte Zustand duzeh, Parameter darstellen lasst. Diese
sind die Werte und Steigungen der Approximation auf denmeGitt

Eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare Fumkkiesitzt eine Darstellung Uiber die Basis

(I)Qﬂ‘,l(t) falls t e [tz;l,tzqu),

T3 = (b(],z(t) falls ¢ e [tiatiJrl]’
0 sonst
N q)lﬂ'(t) falls t e [ti, tz‘+1],
T3i4+1 =
0 sonst
. @371'(75) falls t e [ti, tz‘+1],
T3i4+2 =

0 sonst
was zu(3n, , — 2) Parametern zur Darstellung van,,(t) fuhrt.

Die unbekannten Parametgr; werden aus den expliziten und impliziten Randbedingunden,
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Tabelle 4.1: Zusammenfassung der Eigenschaften stisén&pproximationen

Approximation Eigenschaft an den Gitterpunkten Parametépproximation
stiuckweise konstant unstetig Nyr — 1
stickweise linear stetig Moy, r
unstetig 2nyr — 2
stiickweise kubisch  stetig, nicht stetig differenzierbamn,, , — 2
stetig, stetig differenzierbar 20y -

Tapp = f(Tapp, uapp)‘

}
1] 1 2
t; Ti Ti T t¢+1

Abbildung 4.5: Kollokation an Gaul3-Punkten

inneren Punktbedingungen, sowie déllokationsbedingungen

fapp(Tij) = f(xapp(Tij)v uapp(Tz'])a sz)

bestimmt, letztere entstehen, wenn der Wert der Approxamaind deren Ableitung zu geeig-
neten Zeitpunktemj (Kollokationspunktenin die Differentialgleichung eingesetzt werden. Die
Kollokationspunkte werden in jedem Teilintervall mit giber relativer Lage gewahlt. Die Lage
der Punkte ist entscheidend fur die Gute der Approxinmatichlecht gewahlte Punkte kbnnen
bei direkten Kollokationsverfahren zu Konvergenzprol#enoder auch sehr stark schwingenden
Losungen fuhren. Die Anzahl der Punkte muss so gewainli dass das Gleichungssystem, beste-
hend aus den Kollokationsbedingungen bei geeigneter gelgmer Steuerung und konsistenten
Randbedingungen, eine eindeutige Losung besitzt. lrgrstetige stiickweise polynomiale Funk-
tion mit Polynomstiicken-ten Grades werdem Kollokationspunkte benotigt, fur stetig differen-
zierbare geniigen — 1 Punkte.

Bei der Kollokation arGaul3-Punktendie als Nullstellen desegendrepolynoms-ten Grades

1 d»
2nn ! dxn

(2% =1)")

berechnet werden kdnnen, ergibt sich eine holkenavergenzordnungls bei anderen Punkten.
Diese Nullstellen befinden sich im Intervai 1, 1] und sind symmetrisch um den Nullpunkt ver-
teilt, womit im ungeraden Fall die Null eine Nullstelle dii#t. Im Fall » = 2 ergeben sich die

Nullstellen(; » = £ % im hier betrachteten Fall = 3 kommen zur 0 nocli\/g (vgl.435).

In (Hei98) wird ein direktes Kollokationsverfahren fur Sgme zweiter Ordnung, die bei Frage-
stellungen aus den technischen Bereichen wie z. B. der Médchaufig vorkommen, vorgestellt.
Auch hier wird fur die Zustande ein kubischer Spline, detig und auch stetig differenzierbar ist,
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Tapp = f(Tapps Yapp) ‘

! !
: - i
t

.0 1 2
ti=T Ti Ti =tiq

Abbildung 4.6: Kollokation an Lobatto-Punkten

angesetzt. Die erste Ableitung der Zustande stellt somérequadratischen Spline dar, der stetig,
jedoch nicht mehr stetig differenzierbar ist. Um diesen estimmen, reichen Kollokationsbedin-
gungen an zwei Punkten je Intervall aus.

Im Gegensatz zu den Gaul3-Punkten enthalten die Lobattktdanch die Randpunkte der Teilin-
tervalle. Bei stetiger rechter Seite der Differentialgheing, insbesondere also bei stetiger Steue-
rung, sind die linksseitige und die rechtsseitige Ablaitdies Zustands auf dem Diskretisierungs-
gitter gleich:

F@app (7)), app () t0) = f (Tapp(t7), Uapp (), 1)

Damit kann ein stiickweise stetig differenzierbarer Poiyispline angesetzt werden, wodurch sich
die Anzahl der Parameter reduziert. Da in diesem Fall dieeitlrhgen des Zustands auf dem
Gitter explizit durch die rechte Seite der Differentiaigleung gegeben sind, gentigt es, alleine die
Kollokationsbedingung in der Mitte des Intervalls zu famleBei diesem Ansatz muss die rechte
Seite der Differentialgleichun@n, . —1)-mal ausgewertet werden. Im Gegensatz dazu werden bei
unstetiger rechter Seite oder bei der vorher besprochealokétion an Gau3-Punktein, , — 3
Auswertungen benotigt.

Bemerkund.3.

Die Gitter, die durch die Zeitdiskretisierung fur die Stewng und den Zustand entstehen, missen
nicht identisch sein. Die feinste sinnvolle Diskretisiegdir die Steuerungen ergibt sich durch die
Punkte, an denen Kollokationsbedingungen ausgewerteteneBei groberen Diskretisierungen
konnen Parameter eingespart werden, die benotigtere\tleriSteuerungen werden dann aus deren
Approximationen berechnet.

Bemerkund. 4.

Falls bei der Losung des Problems in den Zustanden odeefsiegen Unstetigkeiten oder Knicke
zu erwarten sind, so ist dies bei der Wahl der Approximatiomed der Festlegung des Gitters
zu beachten. Derartige Punkte sollten auf dem Gitter liegder das Problem sollte in mehre-
re Phasen aufgeteilt werden, so dass diese Punkte dopyieteamntsseitigen und linksseitigen
Grenzwerten, in der Diskretisierung vorkommen.

Nebenbedingungen und Zielfunktional

Bisher kbnnen zu gegebener Approximation der Steuerungrdimationen der Zustande aus
den Kollokationsbedingungen zusammen mit den Rand- uret@mPunktbedingungen berechnet
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werden. Diese sollen aber auch gewisse Gleichungs- oddeidhgngsnebenbedingungen (inklu-
sive Box-Bedingungereinhalten. Dazu werden die Zustands- und Steuerungsapm@abonen zu
diskreten Punkten in die Nebenbedingungen eingesetzt windudassigkeit geprift. Das Gitter,
auf dem die Zulassigkeit Uberpruft wird, muss nicht n@hdisher besprochenen Gittern Uberein-
stimmen, bei Gleichheit kann allerdings zusatzlicherfiReaufwand eingespart werden.

Falls bei identischen Gittern eine Zustandsbeschrankikng
tiv, also eine Ungleichungsbedingung mit Gleichheit Brfu |

ist, neigen die Zustande oft dazu, zwischen den Gitterpunk s /

ten Uberzuschwingen, wie in Abbildubg#.7 zu sehen istsDie 6 / \
kann weitgehend vermieden werden, indem die Nebenbedin-gz1 / \\ |
gungen auch in den Intervallmitten des Diskretisierungsgi ot T r—— \25

ters Uberprift werden (Abbilduig4.7 graue Kurve).
o ] _ _ _Abbildung 4.7: Uberschwingen

Schlief3lich wird noch das Zielfunktional betrachtet. Wee b _ . .

o , . . zwischen Gitterpunkten
reits in Bemerkun@ll auf Seile]17 erwahnt, kann ein Bolza-
Zielfunktional auf reine Mayer-Form gebracht werden, watsnn das Integral Giber den Zeitbe-
reich als Zustandsdifferentialgleichung geschrieben wind der Wert des Integrals dem Wert des
entsprechenden Zustands zur Endzeit entspricht. In deneiviigrm werden dann die Zustands-
approximationen eingesetzt, womit dieser auch nur nochdesnParametern der Approximation

abhangt.

Insgesamt ergibt sich durch die beschriebene Diskratisgeein nichtlineares Optimierungspro-

blem
min  ¢(y)

unter y € R:={y € R"™™ | g(y)=0,h(y) <0},

dessen Grol3e je nach Art der gewahlten ApproximationerarDie moglichen Dimensionen in
Abhangigkeit der Gitter sind il Tabelle #.1 auf S¢ité 60galibtet.

(4.1)

Zusammenfassung

Je nachdem, welche Stetigkeitsanforderungen fur dieeBiegen und Zustande vorliegen, kann
dies schon bei der Wahl der Diskretisierung berucksithtigrden. Eine stiickweise konstante
Steuerung eignet sich z. B. gut bei Bang-Bang-Verhalten.

Bei Teilintervallen, in denen Zustandsbeschrankungdiv akerden, konnen die Zustande zwi-
schen den Gitterpunkten der Diskretisierung tiberschannblier eignen sich Verfahren, bei denen
die Nebenbedingungen auch aul3erhalb des Diskretisiagiiteys fur Zustande und Steuerungen
Uberpruft werden.

Die Kollokation an Lobatto-Punkten liefert Optimierungspleme mit weniger Nebenbedingun-
gen als eine Kollokation an Gausspunkten. Dafur ist ihrelk®ar etwas komplizierter und die
Approximationsordnung niedriger.
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4.1.2 Sequentielle quadratische Optimierung

In der statischen nichtlinearen Optimierung soll eine Aulfg wie oben (4.]1) gelost werden. Da-
bei bildet die Zielfunktion® den zulassigen BereidR C IR™ in die Menge der reellen Zah-

len IR ab. Der zulassige Bereich selbst ist durch Gleichungs-UWmgleichungsbedingungen mit

g:IR" — IR" undh : IR" — IR" bestimmt. Eine Losung fir diese Aufgabe existiert, sdbal
der zulassige BereicR nichtleer und die Zielfunktion auk nach unten beschrankt ist.

Optimalit atsbedingungen

Definition 8 (Lagrangefunktion)
Die Linearkombination aus Zielfunktion und Nebenbedinggm

Ly, A, p) = ©(y) + Ag(y) + p"h(y)

heil3t Lagrangefunktion fur Problefn (4.1). Die Parameéter IR™ undu € IR*"™ werdenLa-
grange’sche Multiplikatoregenannt.

Eineregulare lokale Losungy* von[(4.I) mit zugehorigen MultiplikatoreN" und p* erfullt bei
entsprechender Differenzierbarkeit die hinreichendetiidgingen zweiter Ordnung:

¥y € R (4.2)
Ly(y*, A, pu*) = 0, u">0 (4.3)
sTLyy(y*,)\*,u*)s > 0,VseSCIR™ (4.5)
Y agiyy)+ D Bihiyly) # 0, Vai, 8 #0 (4.6)

i=0 iEA(Y*)

mit
S = {s e IR™ ’ i y(y*)Ts =0,i=1,...,n4h, y(y*)Ts =0,j€ A(y*)}
Aly") = {jef{l,...,m} | hy(y") =0}

Die Indexmengé\ (y*) enthalt die Indizes der im Punit aktivenUngleichungsnebenbedingun-
gen. Eine Nebenbedingung heil3t aktiv, falls sie mit Gleghérfullt ist.

Die Optimalitatsbedingungén (4] 2) bis (4.6) werden numegeer betrachtet. Die Gleichunden (#.2)
bis[(4.4) sind Bedingungen erster Ordnung und wetdam-Tucker-Bedingungegenannt. Hier-

bei wird zunachst fur eine Losung vpn (4.1) giemale Zubssigkeitdurch Gleichunf (4.2) gefor-
dert.

Die Multiplikatorregel[(4.3] bedeutet in Verbindung mstrikter Komplementariit [4.4] geome-
trisch, dass der Vektor @4 (y*) in Richtung fallender Werte der Zielfunktioh aus den Auf3en-
normaleng; y(y*),i = 1,...,n, undh; y(y*), j € A(y*) der aktiven Nebenbedingungen linear
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kombinierbar ist: .
~Py(y) =D NgiyW)+ D> mihiyy)
i=0 i€A(Y*)
Folglich wird ein Fortschreiten in dieser Richtung durch ékand des zulassigen Bereichs verhin-
dert.

Die hinreichende Bedingung zweiter OrdnUng_(4.5) auf dehengen Seite verlangt, dass die
Hesse-Matrix der Lagrangefunktion im Losungspunkt lgdizth der Richtungen tangential zu den
Gleichungsnebenbedingungen und zu den aktiven Unglegsh@dingungen positiv definit ist.
Das bedeutet, dass in Richtungegr S entlang des Randes des zulassigen Bereichs mit wachsen-
den Zielfunktionswerten zu rechnen ist.

Der Punkty* erfullt die Regularitatsbedingung, falls wie In_(4.6)fgelert die Gradienten der
Gleichungsbedingungen und aktiven Ungleichungsbediggaifinear unabhangig sind.

Die Bedingungef (4.R) bis (4]6) auf der vorherigen Seitéestesicher, dass der Losungspunkt
ein isoliertes lokales Minimum ist. Falls es sich bei PrabJ@l.I) auf Seit€ 82 um eikonvexes
Optimierungsproblem handelt, also die Zielfunktdrund auch der zulassige Bereighkonvex
sind, so ist jedes lokale Minimum auch ein globales, und dend® der globalen Minima ist
ebenfalls konvex. Der zulassige Bereich ist im Allgemaingann konvex, falls die Funktionen
h(y) konvex und die Funktioneg(y) linear sind.

Die Gleichungei (4.B) ur[d (4]5) deuten darauf hin, dass digchagrangefunktion fur geeignetes
A und g ein Minimum beziglich der Variablep hat. Bei beliebig gewahlten Multiplikatoren

wirde im Allgemeinen der Versuch, die Lagrangefunktiomanimieren, nicht zu einer Losung

der Aufgabg (4.1) auf Seifel62 fuhren, da ein Verlassen diésgigen Bereichs zur Verkleinerung
der Kosten genutzt werden kann.

Bemerkund5. Die Lagrangefunktion des Optimierungsproblems, das auBid&retisierung des
Optimalsteuerungsproblems durch Kollokation entsteélif ine diskretisierte Version der erwei-
terten Hamiltonfunktion (siehe Definitidd 2 auf Sdifd 28}. dzamit lassen sich die adjungierten
Variablen aus den Lagrangemultiplikatoren berechnen (R#t03)), und somit die Optimalitats-
bedingungen aus Abschnifi P.3 auf Séiik 27 a posteriorpibien.

Algorithmus

Nach dem Vorbild des Newton-Verfahrens wird zu einer gegebdterierteri(, := (y, Ag, 1tx)

ein moglichst einfaches Problem formuliert, aus dem diehste Iterierte bestimmt werden kann.
Die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung diesedé&raisollen dabei mitdenen vpn (4.1)
auf Seitd 6P Ubereinstimmen. Diese Forderung fiihrt zufdigenden quadratischen Teilproble-

men
min &, (y
) 4.7)
unter y € Ry
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mit
u(y) = VO(y) (v —yi) + 5y — ¥) Vg L(TH) (¥ — yy)
Ry, = {yeR"Y: ap(y)=0,i=1,...,n4 br;(y) <0, 7=1,...,m}
ari(y) = aiyy) + Va(y,) (¥ — yy)
brj(y) = Dbi(ye) + Vb;(yp)" (y — yy)-

Die LosungY** von[(4.7) auf der vorherigen Seite liefert dann den nachkezationspunkt oder
zumindest eine gute Suchrichtugg= T** — T,.

Um die Losbarkeit voi (4.]7) auf der vorherigen Seite zu giesen, und den Aufwand der Teil-
probleme zu verringern, wird die exakte Hesse-Ma‘W@yL(Tk) der Lagrangefunktion meist
durch eine symmetrische, positiv definite Approximatidp ersetzt.

Zur Konstruktion eines global konvergenten Verfahrengiwine geeignete Bewertungsfunktion
1 (y) gewahlt, deren unrestringierte Minima mit denen von {4Lif)Seitd 62 zusammenfallen. Mit
Hilfe dieser Bewertungsfunktion wird eine Schrittweitengerung durchgefuhrt. Haufig sind die
verwendeten Bewertungsfunktionerweiterte LagrangefunktionerderPenaltyfunktionen

Der gesamte Ablauf ist in Algorithml$ 1 zusammengefasst.

Algorithmus 1 Sequentielle quadratische Optimierung
1: wahleY, = (yg, Ao, o)
2: for k=0,1,2,... do
3 if Vi(y,) = 0then
Ende
end if
berechnel/,,
16se[(4.7) mit Losund’; und setzes, = Y} — T,
bestimme mittelg)(y, ) eine geeignete Schrittweite
9: SetzeTk+1 =T} + 0,5k
10: end for

© N o gk

4.1.3 Konvergenzverbesserungen
In diesem Abschnitt werden Moglichkeiten beschrieberg das Losungsverhalten von direkten

Kollokationsverfahren verbessert werden kann. Da diebhéwagig von diskretwertigen Steuerun-
gen und Parametern ist, werden dieseldleersichtlichkeit halber weggelassen.

Strukturausnutzung und Sensitivitaten

Bei den hier beschriebenen direkten Kollokationsverfakverden die Steuerungen und Zustande
durch Funktionen mit lokalem Trager in der Zeit approxirhiend durch Parameter ausgedriickt.
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(a) Blockstruktur eines 7-phasigen Problems  (b) Beispielstruktur zweier Blocke innerhalb einer
Phase

Abbildung 4.8: Struktur der Jacobi-Matrix des Optimierapgblems bei direkter Kollokation

Die Parameter haben nur direkten Einfluss innerhalb ihrégers und aufgrund von Stetigkeitsfor-
derungen auf die direkten Nachbarn. Wird nund#ieobi-Matrixdes resultierenden Optimierungs-
problems betrachtet, so hat diese, wie Abbildung 4.8(aphes ist, eine ausgepradd®ckstruk-
tur, die die Zeitspannen zwischen den Diskretisierungspunkiderspiegelt. Diese Blockstruktur
lasst sich allein mit dem Wissen uber die bei der Diskietislg verwendeten Ansatzfunktio-
nen angeben. Laufzeitverbesserungen durch die Ausnutten@lockstruktur wurden z.B. in
(GVS00;.Str03) untersucht. Typischerweise sind die Faman, die ein Optimalsteuerungspro-
blem formen, jeweils selbst nur von wenigen Problemvaealalbhangig, insbesondere bei Diffe-
rentialgleichgungsnebenbedingungen hoherer Ordnugigifvauf Seitd118). Diese Struktur, wie
sie in Abbildund 4.8(B) zu sehen ist, hangt vom Problem ald,muss jeweils vom Anwender ge-
geben werden. Die volle Strukturausnutzung verbesseliadi&zeit eines Optimierungsverfahrens
und auch seine Stabilitat.

Die Eintrage in der Jacobi-Matrix stellen die Ableitungdsr Funktionen nach den Parametgyn
der Diskretisierung dar. Diese konnen numerisch appr@troder analytisch berechnet werden.
Fur die infAbschniff 411 auf Seifelb4 besprochenen Dissiggtingen berechnen sich die Ableitun-
gen exemplarisch fir eine Ungleichungsnebenbedingutg w, t) ohne Parameter durch

ot
() i

Oh;
Oy

_ Ohy
0 ox

0% app

n Oh;
Oy

0 ou

OUgpy

Oy

Oh;
ot

) ) ) )

wobei diewu,,, nur von Parameterry, abhangen undh;/dy; nur auftritt, fallsy, = v, der
die Zeitt; beschreibende Parameter ist. Bei der Verwendung von Gankéh zur Kollokation
hangtz,,, nur von Parameterg, ab. Hingegen ist bei Lobatto-Punkten im Interjall ¢, ] die
Approximation vonx gegeben durch

Tapp,i(t) = Yz,iP0,i (1) + [ (Yasis Yusis t)RiP2i(t) + F(Yait1, Yusit1, Lis1)RiPsi (L) + Ya i1 Pai (L),
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womit x,,,, nicht nur von Parametety, ;, sondern auch von Parametetn und¢; abhangen kann.
Die Approximation mit Gaul3-Punkten ist weniger verscheltlais die mit Lobatto-Punkten.

Die Ableitungendh;/ox,,, und oh;/0u,,, konnen numerisch approximiert, und daraus kann
oh;/0y; berechnet werden, was genauere Sensitivitaten ergstejrae direkte numerische Appro-
ximation vonoh;/dy; (vgl. (StrQ1)). Alternativ konnen sie auch vom Anwendealgtisch oder
durch automatisches Differenzieren bereit gestellt wertleden meisten Fallen zeigt sich keine
merkliche Verbesserung im Konvergenzverhalten bei dew®¥adung exakter Ableitungen, jedoch
ist die Bereitstellung analytisch berechneter Sensitigit fehleranfallig und zeitaufwandig.

Gitterverfeinerung

Bei Kollokationsverfahren erfillen die Approximationdie Differentialgleichungen an den Kol-

lokationspunkten. Die weiteren Nebenbedingungen werllenfalls an diskreten Punkten erfullt.
Aul3erhalb dieser diskreten Punkte ergeben sich in natiérdi\Weise Abweichungen, die sich durch
Einsetzen der Naherungen berechnen lassen

erreon, (t) = [|Tapp(t) — f(@app(t), Tapp(t), t)HQ
errg,(t) = ||gi(@Tapp(t), Tapp(t),t) ||2
erry,(t) = max {hi(Tapp(t), Zapp(t), 1), 0} .

Im numerischen Verfahren konnen diese Fehler auf einenyities berechnet werden. Ist einer
der Fehler grof3er als eine vorgegebene Schranke, so kandiaifir die Approximationen ver-
wendete Zeitdiskretisierung verfeinert werden. Dabeil@gtuf zu achten, dass zwei benachbarte
Gitterpunkte nicht zu eng zusammenliegen.

Gegebenenfalls kann es auch sinnvoll sein, Gitterpunkentigrnen, wenn eine Aufgabe erneut
mit leicht geanderter Problemstellung geldst werdeh Bel der gleichzeitigen Nutzung von Git-
terverfeinerung und Vergroberung kann es allerdingsammien, dass Punkte im Wechsel entfernt
und wieder hinzugefugt werden.

Skalierung

Ziel der Skalierung ist es, dass moglichst alle Variablad tNebenbedingungen des skalierten
Optimierungsproblems von der gleichen Grof3enordnurdy Zinnachst werden die Variablen mit
BOX_Bedingunge@i,min <y < Yri,mam durch

o Yi — Yimin o Yi — Yimin

Yi = =

yi,maa} — Yimin yi,scale

skaliert. Nun ist die neue Problemvariabjemit Wertebereich0, 1]. Bei unbeschrankten Variablen
kann die GrofRenordnung, in der sie sich bewegen, gesehitzur Skalierung verwendet werden.
Nun werden auch die Problemfunktionen skaliert und so ahgert, dass sie fur die skalierten
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(a) Homotopie zweier Kurven (b) Pradiktor-Korrektor Schritt bei Homotopie-
verfahren

Abbildung 4.9: Idee bei Homotopieverfahren

Variablen die gewiinschten Ergebnisse liefern. Bei einggleichungsnebenbedingung der Form
Ponin < hi(y) < Ry mae Ware dies

hz(yz,mm + 'giyi,scale) - hz’,min

hi,scale

0< <L
Durch diese Transformation ergeben sich die Eintrage asohl-Matrix des skalierten Problems

ZU
ahz Yi scale

3@/ hi,scale .
Da es sich hier um Parameter und Funktionen aus der Didkreitig) eines Optimalsteuerungspro-
blems handelt, sollten all diejenigen Parameter, die zwelgén Zustand, zur gleichen Steuerung
etc., gehoren, gleich skaliert werden. Dies gilt analagdié Funktionen.

Bei den beschriebenen Kollokationsverfahren entspredieeRarameter des resultierenden Opti-
mierungsproblems den Werten der Endzeit der SteuerungédemZustande, womit deren Ska-

lierung direkt auf die Parameter Ubertragen werden kanal@yg geht dies bei den Neben-, Rand-
und inneren Punktbedingungen. Bei den Kollokationsbadiggn muss allerdings darauf geach-
tet werden, dass durch die Ableitung der Zustande auch us¢aAds- und Zeitskalierung in die

Skalierung eingeht:

A

dz; t
AZ = Lscale fi(mvua t)
dt T, scale

4.1.4 Homotopieverfahren

Zur Verwendung eines Kollokationsverfahrens muss der Beemeine Startschatzung fur die ge-
suchte Losung angeben. Diese muss nicht so exakt sein wiadiekten Verfahren. Schlech-
te Schatzungen konnen allerdings zur Folge haben, dass &der eine physikalisch unsinnige
Losung gefunden wird. Auch die Rechenzeit hangt von darti&iherung ab. Um auch dann Kon-
vergenz zu erhalten, wenn nur schlechte oder keine Satgegnuur die Losung vorliegen, konnen
Homotopieverfahren eingesetzt werden.
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Definition 9 (homotop)

Zwei stetige Abbildungen,b : IR" — IR™ hei3en genau danmomotop wenn es eine stetige
Abbildung H(y,7) € IR™ mit H(y,0) = a(y) und H(y,1) = b(y) fur alley € IR" gilt. Der
Parameter € [0, 1] wird Homotopieparametegenannt.

Die Funktiona wird also durch die Veranderung verso deformiert, dass schlief3lich die Funktion
b entstehtUbertragen auf Optimalsteuerungsprobleme bedeutetdtss, ein einfaches Problem
schrittweise in ein komplexeres umgeformt und jeweils dislng des Vorgangers als Startschat-
zung verwendet wird.

Homotopieverfahren und Nullstellensuche

Gewohnlicherweise werden Homotopieverfahren in Verbimgdmit einem Newton-Verfahren zur
Nullstellensuche eingesetzt. Dazu wird die Funktiogn), deren Nullstelle berechnet werden soll,
in eine Homotopie, wie z. B (y, 7) = (1—7)a(y) +7b(y), eingebettet. Der Homotopieparameter
wird schrittweise von null auf eins erhdht, und zu jedemr8ck\r; eine Losungy(7;11) des
dazugehorigen Nullstellenproblem&yo(7;+1), 7+1) = 0 mit 7,1 = 7; + A7; berechnet, wobei
die Losung des letzten Schritts als Startwert dient.

Eine kontinuierliche Variante kann aus der Sensitivitat d) /dr der Losung des Nullstellenpro-
blems bezuglich des Homotopieparameters gewonnen wetlgign ) /dr lasst sich aufgrund des
Satzes Uber implizite Funktionen durch

dyo(r) _ 9H (yo(7),7) ' OH(yo(r), 7)
dr Ay or

berechnen. Diese Differentialgleichung wibthvidenko-Differentialgleichungenannt und ihre
Losung liefert den Verlauf der Nullstellen in Abhangigiaes Homotopieparameters. Da die rech-
te Seite im Allgemeinen nicht explizit vorliegt, muss siemarisch approximiert werden, was mit
hohem Aufwand verbunden ist.

Eine weitere Variante ergibt sich durch eineradiktor-KorrektorAnsatz , bei dem durch nume-
rische Integration der Davidenko-Differentialgleichuirtger ein Teilintervallr;, 7,,1] eine bessere
Naherung der nachsten Nullstellen berechnet wird, dieSshrtwert zur Bestimmung der Null-
stelle mit dem Newton-Verfahren verwendet wird. lIn_(Gri%rden solche Pradiktor-Korrektor-
Verfahren zur Berechnung von optimalen Flugbahnen vereemie Optimalsteuerungsaufgabe
wird dabei mit einem indirekten Verfahren gelost, womitrifatopieverfahren fur die Newton-
Methode direkt einsetzbar sind. Im Speziellen werden iRt@en verschiedener Ordnung unter-
sucht, die sich durch Integration der Davidenko-Differgigteichung mit Integrationsverfahren
verschiedener Ordnung konstruieren lassen. Die Ordnukg@enen anhand des zu erwartenden
Aufwands oder des Erfolgs der vorigen Wahl gesteuert werDenSchrittweiten werden so ge-
steuert, dass der Startwert fur den Korrektorschrittites® nahe an der Losung liegt, dass das
Newton-Verfahren in einem einzigen Schritt konvergiereitde ahnliche Strategien werden bei
den in HOMPACK (WBMS8V) implementierten Verfahren angewand
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Bei der Verwendung von Homotopieverfahren ist in jedem &aldBifurkationenzu achten. Diese
entstehen z. B. bei Verschiebung einer Funktion durch dendtapieparameter, bei der ab einem
bestimmten Parameterwert mehrere mogliche LosungeXertitigung stehen.

Kollokationsverfahren mit Homotopieschritten

Bei der Losung von Optimalsteuerungsaufgaben mittelsoKation werden nach der Transfor-
mation in ein nichtlineares Optimierungsproblem auf wstearEbene Nullstellenprobleme gelost,
womit die genannten Pradiktor-Korrektor-Ansatze direérwendet werden konnten. Dies wird
allerdings durch den Einsatz von Software Dritter erschwesnn es tiberhaupt bei der gegebenen
Codestruktur moglich ist. Ein weiteres Problem ist dieKpesisierung beim Kollokationsverfah-
ren. Diese mag beim Start des Homotopieverfahrens nocttigigein, unter Umstanden kann aber
nach der vollstandigen Deformation des Problems nichtripassen.

Bei den einfachsten Varianten von Homotopieverfahren atufdnformationen des angebundenen
Losers weitgehend verzichtet. Als Startwert des Korng&tds wird jeweils das Ergebnis des vor-
angegangenen Schrittes verwendet, was einem Pradikitermdrdnung entspricht. Die Schritt-
weiten werden aufgrund von Heuristiken bestimmt. Das elrgte Vorgehen ist eine Intervallbi-
sektion, bei der die Schrittweite nach Erfolg des Korrekt@rdoppelt, nach Misserfolgen halbiert
wird. Als Abbruchkriterium kdnnen das Erreichen des Zelmaximale Iterationszahl oder Miss-
erfolg bei kleinster vorgegebener Schrittweite dieneneRintersuchung weiterer Heuristiken zur
Schrittweitensteuerung kann in_(Ko05) gefunden werdemawch adaptive Steuerungen vorge-
schlagen werden, die anhand der Anzahl der Iterationen dlemRechenzeit des Korrektors die
Schrittweite variieren.

Algorithmus 2 Homotopieverfahren (Pradiktor-Korrektor)
1. 79=0
2: while 7 # 1 do
3: lose Optimalsteuerungsproblem zu Parameter
4. if Losung gefundethen
5 neue Schrittweit® < Ar;
6 erneuere Startschatzung
7. else
8-
9

neue Schrittweite-A7;,_; < A1; <0
- endif

10 T =7+ AT

11: 1=1+1

12: end while
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4.2 Dekomposition mit Branch-and-Bound

Um eine optimale Wahl fur die diskreten Varia-
blen eines nichtlinearen gemischt diskret-kontinu- 40
ierlichen Optimalsteuerungsproblems (P.1)Bis{2.7) o
auf Seite[1l7 zu treffen, kann dieses durch totale ol Z%
oder sequentielle Diskretisierung in ein endlichdi-
mensionales nichtlineares gemischt ganzzahliges’20
Optimierungsproblem umgewandelt werden. Durch-40
diese Vorgehensweise verandert sich allerdings der 19 50 0 50 100
Losungsraum des Problems, da nur noch zu diSk,@fwbildung 4.10: Informationsverlust durch
ten Zeitpunkten Informationen vorliegen. Was ZWiDiskretisierung

schen diesen Zeitpunkten geschieht, ist unklar. So

kann z.B. die Losungstrajektorie, wie in Abbildung4.1Gejgt, durch einen unzulassigen Be-
reich verlaufen, ohne dass es im diskretisierten Fall bkineird. Des Weiteren ist auf dieser
Ebene nicht mehr klar, was fur eine Bedeutung die einzelfagiablen im Optimalsteuerungspro-
blem haben, ob sie zu einer Steuerung gehoren oder einam@&r darstellen. Dies sind jedoch
Informationen, die zur Suche nach einem Optimum ausgemeatizien konnen.

Fir eine Optimierung, bei der das Problem nicht vorab diddkretisierung in ein endlichdi-
mensionales gemischt ganzzahliges Optimierungsprohbignsformiert wird, stehen lokale und
globale Suchverfahren zur Verfugung. Die Suche erstrgicktdabei nur auf den Bereich der dis-
kreten Optimierungsvariablen. Zur Bestimmung der Kostaaradiskreten Moglichkeit wird das
dazugehorige kontinuierliche Problem gelost. Zu deralek Suchverfahren gehdren zum einen
Verfahren wie dieNachbarschaftssuch&abu-Searchoder Simulated Annealingdie unter den
direkten Nachbarn suchen. Hier liegt die Problematik daine geeignete Nachbarschaft zu de-
finieren. Auf der anderen Seite gibt es Verfahren wie gecletisilgorithmen, die die Evolution
nachahmen. Bei Losungen, die mit diesen Verfahren gefumdeden, kann allerdings keine Aus-
sage uUber deren Gute gemacht werden.

Die Methode des Branch-and-Bound ist eine sehr allgemeirier gewissen Voraussetzungen de-
terministische Methode zur Suche nach einem Minimum Ubwmezulassigen BereicdR®, wie
hier gegeben durch die Nebenbedingungen](2.2) bis| (2.7peité[ I} eines gemischt diskret-
kontinuierlichen Optimalsteuerungsproblerns (SG00; §GDhs Verfahren startet damit, eine
obere Schranke fur das Optimierungsproblem, z. B. die Kosten eines baj@bzulassigen Steu-
erprozesses, zu berechnen. Falls die Bestimmung einassmygin Punktes nicht ohne Weiteres
maoglich ist, kann auch mi® = oo gestartet werden. Die obere Schranke stellt nun die Kogten d
besten bisher bekannten Losung dar. Im weiteren Verlard sukzessive der zulassige Bereich
R unterteilt, wodurch ein Baum entsteht. Die MerRfestellt dabei seine Wurzel dar, und in den
Blattern sind die einzelnen diskreten Moglichkeiten nalén.

Die entstehenden TeilmengRy), ..., R/, seien paarweise disjuni&, NR; = 0 fir k # [ und ihre
Vereinigung sei in der urspringliche Men@@‘1 D Ry U---URY enthalten. Im Fall gemischt
binar-kontinuierlicher Problemé& (AbschniffB.3) kanndie zwei MengerR) und R} verzweigt
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werden, wobeR} die Menge aller Probleme darstellt, bei denen eine derém¥ariableny,,
gleich nullist, undR} die, bei denen diese eins ist.

Fur jeden der Teil®’ wird durch Losung eines Ersatz-
problems eine untere Schranke bestimmt, welche die
Kosten aller in diesem Tell enthaltenen Losungskandida-
ten nach unten abschatzt. Ist nun fur einen der Teile die
untere Schranke grol3er als die Kosten der besten bis-
her bekannten Losung, al:iqi > (O, so kann sich die
optimale Losung nicht in diesem Tél; befinden, wes-
wegen er nicht weiter zerteilt und untersucht wird. Sowie
eine fur das urspringliche Problem zulassige LosuRg ge
funden wird, deren Kosten niedriger sind als die obefdbildung 4.11: Verzweigung bei
Schranke, wird die beste bisher bekannte Lésung duBanch-and-Bound

diese ersetzt. Das Vorgehen wird solange wiederholt, igelsamte Suchraum exploriert ist. Die
beste bekannte Losung stellt dann die optimale Losungdese ist global, falls alle im Verlauf
berechneten Schranken global waren.

Algorithmus 3 Branch-and-Bound
1: bestimme obere Schranke
2. while noch Knoten dalo
3:  wahle Knoten
bound berechne untere Schrankie
if [U > O] V [es gibt keine Losurjghen
entferne Knoten
else ifneue Losunghen
verschiebe Knoten in Losungsmenge
O=U
10: else ifverzweigbathen
11: branch verzweige Knoten
12:.  endif
13: end while

A O A

4.2.1 Traversion des Suchbaums

Der grundlegende Ablauf des Branch-and-Bound-Verfahishgusammengefasst in Algorith-
musl3, dessen einzelne Abschnitte im Folgenden spezifizeden.

Schrankenberechnung

Zur Berechnung unterer Schranken konnen Ersatzproblereeigt werden, indem der zulassige
Bereich des Problems, z. B. durch elrfieRelaxierungvergrol3ert wird. Bei einer LP-Relaxierung
wird der Bereich zulassiger diskreter Werte, die noch tiistrert sind, auf deren konvexe Hille
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erweitert. Bei binaren Parametegp € {0, 1} bedeutet dies eine Erweiterung auf das Intervall
[0, 1]. Durch die Relaxierung stellen die Ersatzprobleme reirtikarerliche Optimalsteuerungs-
probleme dar, die mit den Methoden dus Abschniit 4.1 aule§&tgelost werden konnen. Die
Ersatzprobleme haben im Gegensatz zum urspringlichdidPnainter Umstanden keinen physi-
kalischen Sinn, was auch nicht notwendig ist, solange siaatihematischen Sinne korrekt gestellt
sind.

Die numerische Berechnung allein durch Relaxierung eteelgysatzprobleme liefert im Allge-
meinen keine globalen unteren Schranken, da die Problenfdlgemeinen nach wie vor nicht
konvex sind. Damit liefert auch das Branch-and-Bound-afarn nur eine lokal optimale Losung.
Zur Generierung globaler unterer Schranken konnen z. BeBing-Modelle (ABS7) oder globale
Losungsverfahren zum Einsatz kommen. Screening-Modglteallerdings problemspezifisch, so
dass sie nicht ohne spezielles Wissen verwendet werdemekdmnd globale Losungsverfahren
gibt es bisher nur fir spezielle Klassen von Optimalstengsproblemen (Rub98).

Anstelle der LP-Relaxierung besteht auch die Moglichkieis Einsatzes vo8chnittebenenver-
fahren Der nichtlineare Fall ist in Analogie zum linearen zu sehsobei darauf hingewiesen
sei, dass wegen der Nichtkonvexitat auch hier keine gésbahteren Schranken erzeugt werden.
Auch Informationen dedualenProblems konnen dazu verwendet werden, unteren Schramken
berechnen.

Strategien bei der Knotenwahl

Es gibt viele verschiedene Strategien, welcher Teil dedsaigen Bereichs jeweils als nachster
untersucht werden soll. Die wohl bekanntesten StrategrehBreitensuchgTiefensucheind die
kleinste-Schranken-Strategiei der Breitensuche wird versucht, den Baum, der beimpgalfen
entsteht, moglichst breit zu halten, es wird also ein Kndig die Verzweigung gewahlt, der
der Wurzel des Baums moglichst nah ist. Dadurch wird auclzdéssige Bereich des gemischt
ganzzahligen Problems in etwa gleichen Teilen abgedenktes ergibt sich ein gutéiberblick
uber die verschiedenen Regionen des zulassigen Bereichs

Bei der Tiefensuche hingegen wird versucht, moglichshetihief in dem Baum vorzudringen,
was einer lokalen Suche im zulassigen Bereich gleichkaramu wird ein Knoten mit moglichst
kurzem Weg zu den Blattern gewahlt. Die Hoffnung dabebistinell eine neue oder erste zulassige
Losung zu finden, die die aktuelle obere Schranke verhigssem je niedriger die obere Schranke
ist, desto schneller wird die Menge der Losungskandideitegeschrankt.

Die Kleinste-Schranken-Strategie untersucht immer athstes die Teilmenge bzw. den Knoten,
die die kleinste untere Schranke besitzt. So wird unter @nan als erstes in einem vielverspre-
chenden Bereich gesucht.

Eine weitere Wahlmoglichkeit ware ein Knoten, bei dedsésung die relaxierten Variablen mo-
glichst nahe bei null oder eins liegen und dessen untereaSkrmaoglichst tief ist. Das Ziel ist
hier, dass das Festsetzen der Variablen die untere Schmanitenehr zu stark ansteigen lasst und
dadurch eine moglichst tiefe obere Schranke gefunden wird
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Liefert eine Variante mehrere gleichwertige Kandidaterkann unter diesen mit einer der anderen
Strategien ausgewahlt werden.

Keiner der genannten Strategien kann ohne Weiteres denygegeben werden. Die Breitensuche
und die Kleinste-Schranken-Strategie kann als globalén@ethode betrachtet werden, die ein
grobesUberblickswissen liefert. Die Tiefensuche kommt hingegarer lokalen, feineren Suche
gleich. Meist ist ein Abwechseln der Strategien sinnvoledt ein groberUberblick vor, kann
ein Ast des Suchbaumes fur die Tiefensuche ausgewahiteweBei der Suche auf diesem Ast
kann wiederum die Suchmethode variiert werden. Die Erfadnzeigt (Glo00), dass die unteren
Schranken im oberen Bereich des Baums so tief und damit sigwessagekraftig sind, dass im
Wesentlichen erst im unteren Teil echte Fortschritte beBdehe erzielt werden.

Verzweigungsheuristiken

Des Weiteren besteht noch die Frage, wie ein Teilbereickewenterteilt werden soll, um beson-
ders gute Fortschritte zu machen. Im relaxierten gemisictdtrikontinuierlichen Fall entspricht
dies der Auswahl einer relaxierten Variablen, die im Fotgmauf null bzw. eins gesetzt wird,
und damit zwei neue Teilbereiche liefert, die in die Liste dech zu untersuchenden Probleme
aufgenommen werden.

Eine Variante zur Wahl der Variable, die als nachstes vergiwerden soll, liefern benutzerdefi-
nierte Prioritaten Damit verlagert sich zwar das Problem einer geeigneten Wi#tden Benut-
zer, jedoch hat dieser aus dem Modellierungsprozess hdesug/issen tiber die Bedeutung der
binaren Variablen. Hier konnen z. B. zusatzliche Vaealeingefiihrt werden, die es ermoglichen,
den zulassigen Bereich in glinstige Teilbereiche aufdtesp. Diese bekommen dann eine hohere
Prioritat als andere. Falls bekannt ist, dass die Fixigfgstimmter Variablen das Problem in so
stark unterschiedliche Teile teilt, dass lange Recheszei erwarten sind, sollten diese Verzwei-
gungen moglichst selten, sprich moglichst nahe der Wualee Baums stattfinden.

Eine weitere Variante zur Vergabe von Prioritaten ist gdhasenspezifische. Auf diese Weise
konnen alle Moglichkeiten einer einzelnen Phase untértsuerden, wobei die anderen Phasen re-
laxiert bleiben. Alternativ konnen die Variablen auch sopsiert werden, dass moglichst schnell
alle Phasen auf eine spezielle Wahl festgesetzt werden.

Bei Variablen, Uber die kein Wissen dartiber vorhandenoistsie bevorzugt behandelt werden
sollen oder nicht, wird haufig die Variable gewahlt, dieder Losung des relaxierten Problems am
weitesten von ihren Grenzen entfernt liegt. Das Ziel hiegiedass die Fixierung dieser Variablen
eine moglichst groRAnderung in den Kosten hervorruft. Meist ist eine derartidghl nicht besser
als eine zufallige.

Besser geeignet sind Strategien, die Bstudokostelivgl. (ASF99)) basieren. Angenommen,
J* sind die Kosten, die entstehen, falls alle Variablen reexsind, undg,* der Wert einer der
relaxierten Variablen. Es seien nuf diejenigen Kosten die entstehen, falls die Variable gleich
null und J! diejenigen, falls sie gleich eins gesetzt wird. Die Pseodtén ergeben sich fiir ein
Verzweigen auf null zyJ° — J*)/q,* und fur ein Verzweigen auf eins Zu' — J*)/(1 — ¢*).
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Die Falleg,* = 0 bzw. ¢,* = 1 kdnnen ausgeschlossen werden, da nicht mehr auf null lasv. e
verzweigt werden muss. Die Variable mit den hochsten Rdeagden wird fur die Verzweigung
gewahlt, da hier eine moglichst groBaderung in den tatsachlichen Kosten zu erwarten ist. Die
Berechnung der Pseudokosten ist relativ aufwandig, digfien im Problem befindlichen binaren
Parameter und jede mogliche binare Schaltung zwei Opgtewgerungsprobleme geldst werden
mussen.

Eine weitere Moglichkeit, die Kostenentwicklung bei dexrMtion eines der relaxierten Parameter
q»; Uber dem zulassigen Berei@j abzuschatzen, ergibt sich durch die Betrachtung des afgim
Zielfunktionswerts als Funktion eben dieses Parameters

(@) = min Ju.p,q,).
R%.q01=a»
Die untere Schranke fur die Probleme dia;ssei U;f = ¢(q*). Eine Taylorentwicklung ung,*

liefert
1 d?c
2 dg”

Agy” + O(Ag®).

@™

Agy +

@™

d
c(@” +Agp) = c(qp”) + d—qcb

Da c(g,") ein lokales Minimum ist, gilt{<

_ = 0furg" € (0,1), weswegen die Taylorent-
wicklung nicht vor dem Term zweiter Ordnung abgebrochendeersollte. Falls alle weiteren
Nebenbedingungen des Optimalsteuerungsproblenisaufilifist3 erfullt sind, kann der Kos-
tenzuwachs durch

d’c

(@ —a) +
) Qb — D 2 dg,?

dc
Ac(qp) =~ d—qb

(% — @")?

*

3 3

mit ¢, € {0,1} geschatzt werden. Es wird nun der Knoten gewahlt, der @ehdien Zuwachs
verspricht. Unter Umstanden kann bei dem verwendetem@gtingsverfahren auf die Ableitun-
gen oder zumindest Naherungen von ihnen zugegriffen werdds diese zur Berechnung des
Minimum verwendet werden.

Falls keine Ableitungen vorliegen, konnen die Ableitungech numerisch berechnet werden. Da-
zu konnen die ersten Schritte eines Homotopieverfahrentgewerden. Da fur gewodhnlich bei
einer kleinenAnderung eines Parameters nur eine kledmelerung der Ldsung zu erwarten ist,
kann diese schnell berechnet werden. Wird der Parametenddaer Baumsuche komplett auf
eins oder null gesetzt, kann der dadurch erzielte Kosteaghsvrelativ zur Parameteranderung als
Pseudokosten fir das Verzweigen dieses Parametersaiiver@n werden. Bevorzugt wird wie-
derum der Knoten mit hochsten Pseudokosten.

Falls vom Benutzer definierte Prioritaten vorliegen, gliese den Pseudokosten vorzuziehen. Bei
gleicher Prioritat werden die Variablen mit grol3erenuekdosten gewahlt.
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Terminierung

Ein Abbruch eines Optimierungsverfahrens kann aus vezdenien Grinden erfolgen, was im
Branch-and-Bound-Verfahren bertuicksichtigt werden misdis die optimale Losung gefunden
wurde, ist klar, dass der Knoten weiter verzweigt wird, ocgleffalls dies nicht mehr moglich ist,
einen Losungskandidaten darstellt. Eine Meldung, deisaifje Bereich sei leer, fuhrt dazu, dass
der Knoten nicht weiter untersucht wird. Falls das relagi€&roblem nicht gelost werden konnte,
da es nicht nach unten beschrankt ist, kann es trotzdem aht nelaxierten Fall eine Losung
besitzen. Der Knoten bleibt im Baum und wird weiter unterguduch ein schlecht konditioniertes
Problem kann unter Umstanden leicht zu losen sein, falemvariablen fixiert sind. In jedem
Fall sollte ein Branch-and-Bound-Verfahren dem Benutzejedem Knoten mitteilen, warum er
entfernt wurde bzw. mit welcher Meldung der Loser fir desaiEzproblem terminierte, um Knoten,
bei denen es Probleme gab, mit geeigneten Mitteln neu zusuadeen.

4.2.2 \erbesserung der Robustheit und Effizienz
Einsatz von Homotopietechniken: Schrittweise von 0 auf 1

Oft ist der Schritt zu grol3 den Wert einer relaxierten Vdeabauf eine ihrer Schranken zu set-
zen. Die Losung des daruber liegenden Knotens bildenhetneschlechten Startwert, weswegen
keine Konvergenz erzielt werden kann, oder das Kollokatierfahren sehr viele Schritte bis zur
Konvergenz benotigt. Hier konnen nun dielin"Abschnift4.auf Seitd_A0 erwahnten Homoto-
pieverfahren zum Einsatz kommert. sei der Wert einer relaxierten Variablen, den sie bei der
Losung des daruber liegenden Teilproblems hatte. Nud wimmal die obere Schranke der Va-
riablenz,,, = (1 — 7)z* gesetzt, wobet ein Homotopieparameter ist, um die Variable auf null
zu driicken, und einmal die untere Schranke auf = (1 — 7)z* + 7, um die Variable auf eins
zu heben. Somit werden zwar insgesamt mehr Optimalsteggpoobleme gelost, diese sind aber
einfach und schnell I6sbar, da bei geeigneter Wahl des Huopreparameters durch das Ergebnis
der vorhergehenden Losung eine sehr gute Startschavouiegt. Durch den Einsatz von Homo-
topietechniken verhalt sich das Branch-and-Bound-Vieefa robuster, da kaum Knoten unter der
falschen Annahme, das Problem sei unzulassig oder rishal, entfernt werden.

Auf gleiche Weise kdnnten bei einem Schnittebenen-Veeiaklie Schnitte schrittweise eingefugt
werden.

Bei dem beschriebenen Ansatz ist zu beachten, dass einab&hegung wie z. B2z, + z; > 2
mit z; = 1 fur z; € [0.5, 1] zulassig ist, fur; = 0 aber nicht. Ein Versuch/; auf null zu driicken,
ist also sinnlos und wirde nur zu unnotigen Rechensehriithren. Hier sollte die Zulassigkeit
der diskreten bzw. relaxierten Werte am Ende der Homotoprége vorab Uberprift werden.

Heuristische Verfahren zur Generierung oberer Schranken

Einen sehr wichtigen Einfluss auf die Effizienz eines Braaot-Bound-Verfahrens hat die erste
obere Schranke, denn mit ihr werden alle unteren Schrankemhailgebiete verglichen. Ist sie zu
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grof3, muss erst eine bessere gefunden werden, bevor Teilildssigen Bereichs von der weite-
ren Suche ausgeschlossen werden konnen. Obere Schramkan Allgemeinen erst tief untenim
Baum zu finden. Hier kdnnen heuristische Verfahren, diektlinnter den diskreten Moglichkeiten
suchen, verwendet werden. Die Kosten einer diskreten ielilggit werden durch die Losung des
dazugehorigen kontinuierlichen Problems berechnet.iSeimd relativ schnell eine gute Losung
gefunden, die dann schnell durch den Branch-and-Bound+akgnus verifiziert oder verbessert
werden kann.

Hier ist der Einsatz von genetischen Algorithmen moglié$0?2). Bei genetischen Algorithmen
wird zunachst eine gewisse Anfangspopulation optimalen&prozesse zu verschiedenen Vari-
anten der diskreten Parameter und Steuerungen erzeugtdiésesPopulationwerden zufallig
Eltern gezogen und deren diskrete Parameter und Steuergedeeuzt, woraus ein neues Ele-
ment (Kind) entsteht. Um neue Informationen in die Popataginzubringen, wird eine zufallige
Anderung an dem Kind vorgenommen. SchlieRRlich wird es dlgisen des dazugehdrigen kon-
tinuierlichen Optimalsteuerungsproblems bewertet undPdgulation hinzugefiigt. Diese Vorge-
hensweise wird eine gewisse Zeit lang wiederholt, und datebditglied der Population wird als
Losung ausgegeben.

Zusammenfassung

Branch-and-Bound-Verfahren bieten eine sehr allgemeangehensweise, die sich auf viele glo-
bale Optimierungsprobleme anwenden lasst. In dieseriAnbe nur der Raum der binaren Va-
riablen vom Branch-and-Bound-Verfahren nach einer Lgsiurchsucht, bei den kontinuierlichen
Teilproblemen wird mit lokalen Minima vorlieb genommen.eBikann unter Umstanden dazu
fuhren, dass falsche Entscheidungen bei der Baumsuchafgetwerden. Um eine global opti-
male Losung des gemischt binar-kontinuierlichen Oplsteaierungsproblems zu finden, kann die
Branch-and-Bound-Suche auf Teilgebiete des zulassigeeiéhs fur die kontinuierlichen Varia-
blen ausgedehnt werden. An den Knoten des Suchbaums miglsste untere Schranken mittels
konvexer Unterschatzer berechnet werden.

Strategien zur Knotenwahl und Verzweigungsheuristikegezeerst bei grof3eren Suchbaumen
ihre Starken. Bei kleinen Baumen arbeiten sie vergleachBei der Knotenwahl sollte eine Brei-
tensuche oder kleinste Schrankenstrategie verwendeewerd einen groben global&tberblick

zu bekommen und anschlieRend mittels Tiefensuche ein€feilkh genauer exploriert werden.
Zur Variablenwahl eignen sich benutzerspezifische Pétat oder Pseudokosten am besten, da
sie die meisten Informationen Uber das Optimierungsgrablerwenden.

Ein Verfahrensstart mit einer zu grof3en oberen SchrankeZvB. ~o) fuhrt dazu, dass erst nach

einer, unter Umstanden langen Suche neue obere Schragkeamdgn werden, die zur Verklei-

nerung des Suchbaums fuihren. Hier bietet sich eine Sudiee den zulassigen Kombinationen
diskreter Variablen (Blattern des Baums) an, um eine asbtxe Schranke zu berechnen. Die
Zulassigkeit einer Kombination kann hier leicht durch Gikichungs- und Ungleichungsbedin-
gungen an die diskreten Variablen Uberpriuft werden, @m@®©ptimierungsproblem zu losen.
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4.3 Dekomposition durch Zustandsdiskretisierung

Ahnlich dem Vorgehen der dynamischen Programmierung wirdiésem Abschnitt ein Ansatz
verfolgt, bei dem der Zustandsraum diskretisiert wird (@lp Ein vergleichbarer Losungsan-
satz wird in (BHS02) fur ein spezielles Multiarm-Transipooblem verwendet. In der Menge
der Losungen zu dieser Diskretisierung wird durch ganmatineare Optimierung nach einer
Approximation der optimalen Trajektorie gesucht.

4.3.1 Zustandsraumbetrachtung

Wie bereits ir’/Abschnift 2.3.2 auf Selte] 32 erwahnt, basier dynamische Programmierung auf
dem Bellman’schen Optimalitatsprinzip, das besagt, das®rozess nur dann optimal sein kann,
wenn von einem beliebigen Zeitpunkt an die Restkosten deeBses minimal sind. Entscheidend
dabei ist, dass vergangene Entscheidungen nicht von démftigen abhangen durfen. Die Rest-
kosten ab einem gegebenen Zeitpunikdonnen durch Losung eines Optimalsteuerungsproblems
berechnet werden. Der Zustand zum Zeitpunkit dabei der Anfangszustand.

Wird nun ein optimaler Steuerprozess betrachtet, so kanipediebiges Stiick zwischen zwei Zeit-
punktent; undt; herausgeschnitten werden, das fur sich wiederum einemailen Steuerpro-
zess bildet. Dessen Randwerte sind durch Werte an den gehrkten gegeben. Die Idee besteht
darin, ein diskret-kontinuierliches Optimalsteuerurgdipem geeignet zu zerlegen, und optimale
Teilstiicke des Steuerprozesses zu berechnen, die assehid zu einem optimalen Gesamtpro-
zess zusammengesetzt werden.

Zustandsdiskretisierung

Betrachtet wird ein mehrphasiges gemischt binar-komenticthes Optimalsteuerungsproblem
(vgl. auf SeitE52), wie es sich aus geeigndidellierung ergibt. In jeder Phase
gibt es verschiedene diskrete Moglichkeiten kontinisagr Optimalsteuerungsprobleme. Diese
unterscheiden sich in den Randdaten, den Nebenbedinguingetien Zustanden, die stetig oder
durch eine Transitionsbedingung bestimmt aus der vorigpas®kommen bzw. in die nachste Pha-
se gehen. Diese stetigen und durch Transition bestimmtstad@dde koppeln die einzelnen Phasen
zu einem Ganzen, weshalb eine Phase nicht fur sich all@ieiert werden kann.

Die Randbedingungen bilden, wie im oberen Teil von AbbilgildaI2 auf Seit€ 80 zu sehen ist,
zu einem Zeitpunkt; und jedem moglichen Satz binarer Parameggreinen BereichRY :=
{:p } r(x,p, qu,ti) = 0}, in dem sich die Zustande bei ihrebbergang in die nachste Phase
befinden miissen. Die Vereinigung all dieser BereicheRei= Uque(@ RY. Innerhalb dieses
Bereichs kdnnen nun die Zustandsvariablen diskretigiertien in

]D); = {wk ‘ r(wk,p,qu,ti) =0, k= 1,...,mm~} CR..
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Die MengeD?, kann unter Beriicksichtigung zulassiger Transitionechneeiter eingeschrankt
werden in

DY = {wy | j,(op, @, 1) = 0, @y, 2 € DL}

fr zulassige Werte zur Zeit unmittelbar vor dentUbergang in die nachste Phase bzw.
]D)ZJF _{wk }Jz mlaa"la ) O :I:k,:L‘IE]D)Z}

fir zulassige Werte zur Zeit unmittelbar nach derdbergang. Somit lassen sich zu jeder Kombi-
nation binarer Parametey,; die voneinander unabhangigen kontinuierlichen Optiteaksrungs-
probleme

T p.as,) = (e (t). 2o t)+ [ Dlalt)ult). gy, 000 8)
I (CORTOR ") @9)

0 = g(z(t), u(t),p, qy;, 1) (4.10)

0 = h((t),ult),p, 1) @11)

ot 1) € DD+ (4.12)

x(t;) € D (4.13)

formulieren (Abbildund_4.12 unten rechts), und daraus jisndie dazugehorigen Koster, be-
rechnen. Unter Umstanden kommen einige Phasen im Laufadem&hrfach vor. Fur diese Phasen
muss, falls sie in autonomer Form vorliegen, der Diskretisigsprozess nur einmal durchgefiihrt
werden. Die Ergebnisse kdnnen dann, da sie vom Startnéitpunabhangig sind, immer wieder
verwendet werden.

Aufbau eines Graphen

Werden die Mengef’, := D~ U D%t betrachtet, so korrespondieren sie mit den Knoten des Pha-
sengraphe’r = (Vp, Ep) des Automaten, der dem Problem zugrundeliegt (vgl. Dedinlfi auf
Seite[4H). Anstelle dieser Knoten werden jetzt die gesamtemgenD: und deren Elemente als
Knoten eines neuen Graphéh, = (Vp, Ep) mit Vp = |J, D% und Ep = Vp x Vpp verwendet.
Es wird angenommen, dass die Knoten &gsdurchnummeriert sind, und es wird kurz Vp
zur Bezeichnung der Knoten verwendet. Die Kanten werden itloen Anfangsknotenund End-
knotenj durchij bezeichnet. Eine Kante des Phasengraphen entspricht Binedelvon Kanten

ij € Ep.

Die Kantenij dieses neuen Graphen entsprechen den Optimalsteuerobigspen, die durch
die Gleichungein (4.B) b[s (4.13) auf dieser Seite gegebeh snd werden mit deren Kostep
gewichtet. Falls keine Translationsbedingungen vorhiegatsteht eirk-partiter Graph, ansonsten
sind die Verbindungen zwischen den Knoten der MenBén und D", die nicht disjunkt sein
mussen, durch die Transitionsbedingungen gegeben. DiecBte der Kanten entsprechen den
Schaltkosten. Um nun eine Tour in diesem Graphen darzesstellerden die Kanteiy mit den
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Abbildung 4.12: Dekomposition durch Zustandsdiskretigig an inneren Punkten

neuen binaren Variablen;; versehen, wobeb,;; = 1, falls die Kantei; Teil der Tour ist, und
w;; = 0 in allen anderen Fallen.

Die Menge der Touren, die Approximationen zulassigeunggn des gemischt diskret-kontinuier-
lichen Optimalsteuerungsproblems ergeben, lassen siclduarch lineare Gleichungs- und Un-
gleichungsbedingungen an die binaren Variablgrbeschreiben. Somit ergibt sich eine Naherung
der Losung des nichtlinearen gemischt diskret-kontiricieen Optimalsteuerungsproblems als
Losung dedinearen ganzzahligen Programms

min Z WijCij
ijeEp

unter Z Wi Qi = G, k= 1,...,n¢g (414)
ij€Gy B
Y wibyr < by, k=1,...,ny

ij€U
mit a;jx, bk, ax, b € IR. Die Nebenbedingungen von Problgm (4] 14) lassen sich inGwgppen
aufteilen. Zum einen die Nebenbedingungen, die dafliresgrgass eine zulassige Tour durch den
Phasengraphen gefunden wird, und zum anderen die Nebegbeden, die sicherstellen, dass aus
den zu den Knoten des Phasengraphen zugeordneten Bulded E@nten ausgewahlt werden,
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die die Stetigkeits- und die Transitionsbedingungenlieriii

Fehlerabschatzung und effiziente Berechnung

Um geniigend genaue Approximationen zu bekommen, steffitdie Frage, wie die Diskretisie-
rung gewahlt werden soll, und wie genau die berechnetengsst. Dazu werden zwei Kanten
ausEp als benachbart bezeichnet, falls sich die dazugehoriggim@lsteuerungsprobleme in nur
genau einer Komponents, der durch die Diskretisierung festgesetzten Randwefte ;) und
x(t;) unterscheiden, und diese Komponente zwei benachbarte \dertDiskretisierung vom;,
enthalt. Eine Diskretisierung sollte so geartet seinsahs Kostendifferenz von je zwei benach-
barten Kanten etwa gleich grolf3 ist.

Zur Berechnung der Kosten der einzelnen Kan-

ten wird ahnlich wie bei HomotopieverfahrenJ I_ o ~ Disfictg@fé%‘ung

die Losung des nachsten Nachbarn, sprich ei-

ner benachbarten Kante, als Startschatzung \ Kostonmumachs
verwendet. Damit kann die Differenz der Kos- | [ 7u groB ~a

ten dieser beiden benachbarten Kanten sofort e .,/ .
verglichen und bei zu grof3er Differenz wei- Gitterpunkt ==

ter unterteilt werden. Ist die Differenz hinge- : : : : —
gen kleiner einer vorgegebenen GroRe, kann Ti  Tjn X(t)

der nachste Nachbar weiter entfernt gewahlt

werden. Somit wird das Gitter adaptiv festgdPPildung 4.13: Adaptives Gitter fur die Zu-
legt. standsdiskretisierung

Die Differenz der Kosten relativ zum Abstand zweier Nachbiat eine Approximation fur die
Sensitivitat der optimalen Losung beziglich des vagie Zustands. Ist die Sensitivitat bekannt,
so kann sie verwendet werden, um die Kosten in erster Nageru bestimmen und daraus den
Abstand zum nachsten Diskretisierungspunkt abzusehdtayl. AbbildundZ.13).

4.3.2 Branch-and-Cut

Gemischt ganzzahlige lineare Programme besitzen meistegiorme Anzahl von Variablen und
Nebenbedingungen. Im Losungspunkt sind im Allgemeinenwenige Nebenbedingungen ak-
tiv und viele Variablen gleich null, so dass sie nicht zu desst€n beitragen. Die inaktiven Ne-
benbedingungen kdnnen daher weggelassen werden. Diessiabd wird bei Branch-and-Cut-
Algorithmen genutzt.

Algorithmus

Das Branch-and-Cut-Verfahren (siehe z.|B. (Mar01)) fusrkirt wie ein Branch-and-Bound-Ver-
fahren (vgl[Abschniff 412 auf Seifel71), jedoch wird zur&@s#mung unterer Schranken ein Schnit-
tebenenverfahren eingesetzt. Dabei wird zunachst eibléhromit wenigen Nebenbedingungen
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Abbildung 4.14: Branch-and-Cut-Algorithmus

formuliert, dessen konvexer zulassiger Bereich den dgenéich zu losenden Problems enthalt.
Uber diesen Bereich wird nun minimiert (Abbildupig Z-13apdurch ein Punkt berechnet wird,
dessen Kosten eine untere Schranke fur das ursprindgticdtdem, und die beste (d. h. grofite),
bisher bekannte untere Schranke fir den gerade unteesudkilbereich darstellen. Nun wird
Uberprift, ob dieser Punkt eine Losung des ursprihghdProblems ist. Falls dies nicht der Fall
ist, werden Ungleichungen gesucht, die diesen Punkt atgrepedoch nichts vom zulassigen Be-
reich des ursprunglichen Problems (Abbildding 4.714(bys [Problem, solche Ungleichungen zu
finden, wirdSeparierungsproblegenannt. Alte Ungleichungen, die durch diese neuen iussig”
werden, konnen fur den weiteren Verlauf weggelassen everline erneute Minimierung liefert
einen neuen Punkt, fir den wiederum tberpruft werdenspls er eine Losung darstellt. Damit
wird eine Folge wachsender unterer Schranken erzeugt.

Stellt ein gefundener Punkt keine Losung dar, und es wekdere Nebenbedingungen gefunden,
die diesen Punkt separieren, so wird der zulassige Beweigtbei Branch-and-Bound unterteilt
(Abbildung[4.14(d)) und ein Schnittebenenverfahren adéfeder neu entstandenen Teile ange-
wandt. Anhand der wachsenden Folgen unterer Schrankenemieils wie bei Branch-and-Bound
entschieden, ob ein Teilbereich einen Losungskandidatdralten kann oder nicht.

Dadurch dass nie alle Nebenbedingungen im aktuell zu tieseeilproblem enthalten sind,
konnen diese im Allgemeinen schnell gelost werden. Déol&des Verfahrens hangt davon ab,
wie gut das Separierungsproblem gelost werden kann. Dhbebene Algorithmus kann noch
dahingehend erweitert werden, dass Variablen, die nicdemNebenbedingungen vorkommen,
auch nicht als Variablen bei der Optimierung verwendet eerd\gorithmen, die Variablen und
Nebenbedingungen dynamisch verwalten, welemch-and-Cut-and-PricéVerfahren genannt
(LRJO1).

Schnittebenen-Verfahren

Im Branch-and-Cut-Verfahren werden eine Vielzahl line&egramme gelost. Im Wesentlichen
gibt es dazu zwei Methoden: den Simplex-Algorithmus uneéterPunkt-Verfahren. Innere-Punkt-
Methoden basieren darauf, dass im linearen Fall die Losi@sgprimalen und dualen Problems
Ubereinstimmen, so dass ein Newton-Verfahren verwendedem kann, um die Optimalitatsbe-
dingungen zu erfillen, die um die Forderung der GleichiheitKosten eines primalen und dualen
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Punktes erweitert sind. Weiter verbreitet ist das Simpgefahren. Hier wird ausgenutzt, dass, wie
in Abbildung[4.14(d) dargestellt, bei linearen Programraigre Ecke des zulassigen Bereichs in
der Menge optimaler Losungen enthalten ist. Eine Ecke klamoh die aktiven Nebenbedingun-
gen in Form eineSimplextableaudargestellt werden. Umformungen dieses Tableaus entsgmec
einer Wanderung von einer Ecke des zulassigen Bereichmeuanderen. Schnittebenenverfah-
ren starten mit einem Problem, das nicht alle Nebenbedgmuenthalt, und somit auch weniger
Ecken besitzt und schnell gelost werden kann. Durch Hiiger einer Schnittebene verliert der
eben gefundene Punkt seine Zulassigkeit (vgl. Abbildurdg@®)). Hier kommt nun ein duales
Simplexverfahren zum Einsatz, sprich das duale Problemh geiost. Die Optimalitat des dualen
Problems liefert einen primal zulassigen Punkt. Bei demletu Problem handelt es sich um ein
Maximierungsproblem. Seine numerische Losung ergile &olge wachsender unterer Schran-
ken, was im Branch-and-Cut-Verfahren ausgenutzt werdan,kam moglichst friih zu entschei-
den, ob ein Knoten weiter untersucht wird oder nicht. Faeefertiefung dieser Vorgehensweise
sei auf Bucher wie z. BL(Sch86; Sch03) verwiesen.

Algorithmus 4 Dekomposition
1: erzeuge adaptives Gitter analbg_Abschniit4.3.1 und beredazugehorige Kosten durch
Losen der Optimalsteuerungsprobleme

2: erzeuge kleines Teilproblem vpn (4.]14) mit wenigen Nebdirgringen
3: while noch Knoten dalo
4:  wahle Knoten
5.  while es gibt eine verletzte Nebenbedinguiw
6: fuge verletzte Nebenbedingung hinzu
7 entferne Uberflissige Nebenbedingungen
8: berechne neue untere Schraiike
9: end while

10: if [U > O] V [es gibt keine Losurjghen

11: entferne Knoten

12: else ifneue Losunghen

13: verschiebe Knoten in Losungsmenge

14: O=U

15:  else ifverzweigbathen

16: branch verzweige Knoten

17:  endif

18: end while

4.4 Zusammenfassung

Die Verknupfung eines Branch-and-Bound-Verfahrens mi¢ém direkten Kollokationsverfahren

bildet ein Mehrzweckverfahren fur gemischt binar kooterliche Optimalsteuerungsprobleme.
Allerdings konnen die Teilprobleme, die durch teilweiseldXierung der binaren Parameter ent-
stehen, aul3erst komplex werden, da alle berucksichtigigkreten Varianten und Verlaufe des
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betrachteten Systems gleichzeitig in der Formulierungadten sein missen. Dies fuhrt zu hochdi-
mensionalen Optimalsteuerungsproblemen mit vielen Ph&sa einer Erweiterung des Problems
um zusatzliche Zustande oder Schaltpunkte muss die Batlrasvieder von der Wurzel starten
und bereits berechnete Werte konnen nicht ohne Weiteredemerwendet werden. Die Kopp-
lung der Phasen durch stetiglbergangen oder Transitionsbedingungen stellt hierekgiRen
Probleme dar.

Die Dekomposition des Problems durch Zustandsdiskretisgean inneren Punkten hingegen bie-
tet sich nur firr Problemstellungen an, bei denen die Phéserh wenige € 5) stetigeUbergange
oder Transitionen der Zustandsvariablen gekoppelt siaflif>tellt eine grol3e Anzahl von Schal-
tungen zwischen wiederkehrenden diskreten Systemazilestakein Problem dar, da die Berech-
nungen die zu einer Phase gehoren immer wieder verwendadew&odnnen. Bei einer Erweite-
rung der Problemstellung um zusatzliche diskrete Zut@uder Schaltpunkte konnen alle bishe-
rigen Berechnungen weiter verwendet werden und der himaokende Rechenaufwand halt sich
in Grenzen.

Fur beide Ansatze muss eine Vielzahl von kontinuierlichetomatisch generierten Teilproblemen
gelost werden. Hierfur sind Kollokationsverfahren auftd ihrer Robustheit und Geschwindigkeit
besonders gut geeignet.
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Kapitel 5

Anwendungen bei Mehrfahrzeugsystemen

5.1 Simultane Reihenfolge- und Flugtrajektorienoptimietung

Bei der Luftverkehrsplanung gehen aktuelle Untersuchamgeg von den bisherigen Luftstral3en
hin zur teilweisen oder gar komplett freien Nutzung des gesa Luftraumsftee fligh). Dadurch
ergeben sich zum einen Moglichkeiten der individuelleri@@rung von Flugbahnen durch die
Betreiber einzelner Fluglinien, zum anderen wird es, isshdere in Gebieten hohen Verkehrsauf-
kommens, schwieriger den Luftraum zu lberwachen und dige8heit zu gewahrleisten. Bereiche
mit hohem Verkehrsaufkommen sind sicherlich in der Umgegwon Flughafen zu finden. Ein in-
teressanter Vorgang ist hier das Einreihen der aus derugeithse kommenden Flugzeuge fur
die bevorstehende Landung, um den Flughafen optimal aasteal. Eine optimale Reihenfolge
hierfur kann und muss nicht nur unter der Berucksichtggder dynamischen Eigenschaften der
speziellen Flugzeuge, sondern auch unter dem Aspektikolieier Flugbahnen gesucht werden.

Das Problem der Berechnung kollisionsfreier Flugtrajekto wird haufig in der Literatur un-
tersuchtl((MSS99; TPKI8; PEBOR| RGS04). In (MSS909) werden dafiir Optimalsteuerungspro-
bleme formuliert, bei denen die Flugzeuge als Punktmassereaiistischer Aerodynamik und
Antriebsmodellen modelliert sind. Zur Losung der Optistalierungsprobleme kommen direkte
Verfahren zum Einsatz. Fur den Spezialfall von zwei Fluggsn wird auch ein Regelkreis zur
Konfliktvermeidung untersucht.

Auf vier Entscheidungsebenen wird das KollisionsproblaniliPK*98) fur Punkte in der Ebene
gelost. Die Betrachtung einer Ebene wird durch die Eintgjldes Luftraums in einzelne Schich-
ten begrindet. Zunachst werden in einem strategiscrerePgrobe konfliktfreie Trajektorien in
Form von einzelnen Wegpunkten generiert, die je nach Siuangepasst und im taktischen Pla-
ner durch Interpolation verfeinert werden. Ein Trajektaplaner erzeugt daraus schlief3lich Tra-
jektorien fur ein detailliertes dynamisches Modell urBaricksichtigung von Sensordaten, die
auf der Regelungsebene umgesetzt werden. Die Konfliktudumg auf oberer Ebene wird un-
ter der Annahme unkooperativer Teilnehmer einmal furgesetzte lineare Geschwindigkeit und
einmal fur den Geradeausflug betrachtet. Bei kooperiemi@ilnehmern kommen Potential und
Wirbelfelder zur Auflosung der Konflikte zum Einsatz.
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Abbildung 5.1: Phasen eines Landeanflugs mit InstrumendingnSystem

Ebenfalls in der Ebene wird die Problemstellung.in (PEB@R)den Geradeausflug und Flug mit
konstanter Geschwindigkeit bei instantanen Richtungémtyen untersucht. Fur beide Varianten
werden lineare gemischt ganzzahlige Optimierungsprobleufgestellt, die mit Standardsoftware
gelost werden.

Ein direktes Kollokationsverfahren wird in (RG84) zu Berechnung konfliktfreier Trajektorien
von Flugzeugmodellen mit realitatsnaher Dynamik einggsem Losungen fur Probleme mit bis
zu acht Flugzeugen zu finden, wird der heuristische Ansafolge, beginnend bei zwei Flugzeu-
gen iterativ ein Flugzeug nach dem anderen dem Problem hufizgen und die bereits berechne-
ten konfliktfreien Trajektorien als fest vorgegeben zudditen. In einer anderen Variante dienen
konfliktfreie Trajektorien aus einer Modellierung mit eacher Dynamik als Ausgangspunkt zur
Optimierung mit den komplexeren Modellen.

Die Optimierung der Landereihenfolge wird meist ohne dile@tige Optimierung der fiur das
Einreihen notwendigen Trajektorien betrachtet.|In (EB&) wird das Reihenfolgeproblem fiir
Flugzeuge verschiedenen Typs untersucht und als linearezghliges bzw. gemischt ganzzahli-
ges Problem betrachtet. Zur Losung der Probleme mit bi3UFlugzeugen werden verschiedene
heuristische und exakte Verfahren verglichen.

5.1.1 Landeanflug in der zivilen Luftfahrt

Betrachtet wird der ankommende Luftverkehr in der Umgeleings Flughafens. Aktuell gibt es
verschiedene Verfahren zur Landung von Flugzeugen. Egrasdist verbreiteten ist ein Landean-
flug mit ILS (Instrument Landing System, vgl. (KLS03)). Deekann in funf Segmente unterteilt
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werden. Er beginnt mit der Einflugstreclé&r(ival Routg, einer Luftstral3e, welche die Flugzeuge
zum Initial Approach Fixder zugewiesenen Landebahn leitet. Dort beginntmiigal Approach
zum Intermediate Fixab dem das Flugzeug auf der verlangerten Anflugrundliimedfe Final
Approachstabilisiert wird. Warend des Final Approach besteht diete Moglichkeit den Lande-
anflug abzubrechen, falls dies nicht geschieht endet deudwniit der Landung.

In dieser Arbeit wird von einem Szenario mit freier Luftraomizung ausgegangen, bei dem sich
die Flugzeuge fur den Landeanflug einreihen miussen. Rigr&lim sei bis zuririnal Approach
Fix, der etwa9 km von der Landebahn entfernt ist, frei nutzbar. Ab diesemkPuwerlauft die
Landung nach strikten Regeln und lasst deshalb keinenalaraifur Optimierung. Am Final Ap-
proach Fix sollten die Flugzeuge einen Abstiegswinkel ¢aurl eine Hohe von etw&0m Uber
dem Boden haben. Bei zu grossen Abweichungen wird der Lafildgaabgebrochen und erneut
versucht. Betrachtet werden nur Flugzeuge, die sich zuragszeitpunkt innerhalb eines Radi-
us von150 km um den Final Approach Fix befinden. Fir diese Flugzeugeleveeine optimale
Landereihenfolge und optimale Trajektorien hin zum FinppPoach Fix berechnet.

Flugzeugmodellierung

In der zivilen Luftfahrt ist es weit verbreitet, die Luftfeteuge durch ein Punktmassemodell zu
beschreiben. Unter Vernachlassigung der Rotation dex &nd ihrer Kriummung, kann die Bewe-
gungsgleichung eines Flugzeugs wie folgt beschriebenemeflid SS99; RGS04).

T; = ; COS"Y; COS X, (5.1)
Yi = wv;cosv;siny;, (5.2)
hi = wvsinq,, (5.3)
T,-D)
b= TP g G4
my; .
5= 9 (ﬂ s %,) 55) S
Vs am;
Li sin i .
Xi = 7§0, (5.6) Abbildung 5.2: Flugzeugmodell
mM;V; COS Y4

mit den Bezeichnungen alus Tabellel 5.1.

Der Vektor (z;, y;, h;) gibt die Lage des Schwerpunkts deten Flugzeugs relativ zum Final Ap-
proach Fix, der bei0, 0,450)" m liegt, an. Der Luftraum der in dieser Arbeit von Interesgédann
eingeschrankt werden auf

—200km < z;(t) < 200km, (5.8)
—200km < y;(t) < 200km, (5.9)
om< h(t) <1200m, (5.10)
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Tabelle 5.1: Bezeichnungen bei der Modellierung der Flugee

i Index des Flugzeugs, t Zeitin s,

x;(t) z-Koordinate in m, T;(t) Triebwerksschubin N,

y;(t) y-Koordinate in m, D;(t) Luftwiderstandin N,

h;(t) Hohe in m Uber Boden, m;(t) Masse des Flugzeugs in kg,

v;(t) Geschwindigkeitin ms' g Fallbeschleunigung in ns,

relativ zum Boden, L;(t) aerodynamischer Auftrieb in N,
v:(t) Abstiegswinkel in rad, Q;(t) Flussrate des Treibstoffs in kg's
xi(t) Flugbahnwinkel in rad, ¢;(t) Schraglage in rad.

die weiteren Zustande des Flugzeugs auf

200kmh™ < u;(t) < 1000kmh™!, (5.11)
s s
—— < ) <= 12
s s
—— < oyt <= 1
5 = xit) < 5 (5.13)

In der vorliegenden Formulierung wird davon ausgegangass die Geschwindigkeit relativ zum
Boden gleich der Luftgeschwindigkeit ist und der Schub inHRing des Geschwindigkeitsvek-
tors wirkt. Die Flussgeschwindigkeit des Treibstoffs g&fiir gewohnlich von der Flughthe, der
Machzahl und dem Schuh ab. Da die vorliegende Betrachtung nur eine kurze Zeitspanmit-
telbar vor der Landung beinhaltet, wird der Treibstoffvatich vernachlassigt und die Masse als
konstant betrachtet.

Als Steuerungen fur das Flugzeug konnen direkt die Beseigung, die Abstiegswinkel- und die
Flugbahnwinkelgeschwindigkeit genommen werden, worh[§b.T) bi§ (5.8) zu

zi(t) = wvi(t)cosyi(t) cosxi(t), 0i(t) = wuwilt),
gi(t) = wit) cosy(t)sinxi(t), Fi(t) = uya(t),
ult) = v(t)sini(h), Gl = )

vereinfachen. Aus diesen GrofRen konnen dann die Segég)(t), die durch Quer- und Seiten-
ruder eingestellt wird, der Triebwerksschiifft), der iber den Schubhebel geregelt wird, und der
aerodynamische Auftrieb;(¢) durch

Ti(uy (1), 0i(t), 7i(t)) = miwy () + mig cos vi(t) + Di(vi(t)),
Li(uyi(t), wqi(t), 0i(1), %:() = mz‘\/ (i (D)vi(t) cos 7i(1))? + (uq i(t)vi(t) + g cos vi(1))?,

@i(Uyi(t), (1), vi(t),7(t)) = arctan (uvu?t)(i)gjg)(?;o:%g)(t))
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Tabelle 5.2: Flugzeugdaten
Typ  Landegewichtn maximaler Schulf;,.,. FlugelflacheA;

B737 50t 7T00kN 105.40m?
A310 120t 2300kN 219.00m?2
A330 180t 3000kN 361.60m?2
B747 260t 2700kN 510.97m?
A380 380t 3400kN 845.00m?

berechnet werden, was als Nebenbedingung in das Steuprabfgsn eingeht. Diese Nebenbe-
dingungen werden durch

40kN < 7o < T aas (5.14)
099 < & <11y, (5.15)

m m
—— < ¢ <=, 5.16
5 S ¢ =5 (5.16)
(5.17)

beschrankt. Der Luftwiderstand des Flugzeugs wird hadgremiingsweise durch

berechnet. Dabei wird von einer konstanten Luftdighte: 1 kg m—3 ausgegengen. Je nach Flug-
zeugtyp unterscheiden sich das Gewicht, der maximale SEhiil und die Flugelflachel;. Als
Gewicht wird hier das Landegewicht verwendet. Die Datehahelle 5.P sind in Anlehnung an
die Flugzeuge A310, A330, A380 von Airbus sowie die B737 uiid Bvon Boeing gewahlt. Die
B737 wird als leichtes Flugzeug, die A310 und A330 als mittlend die B747 und A380 als
schwere Flugzeuge eingestulft.

Einreihen

Abbildung 5.3: Hybride Automaten landendender Flugzeuge

Jedes denr betrachteten Flugzeug ist fur sich ein eigenes Systensidasm Zustand des freien
Flugs vor dem Final Approach Fix, dem Einreihen oder danadem des Landevorgangs befindet.
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Diese Zustande der Automaten sind in Abbildling 5.3 daefjesind werden mit den Variablen
wg,; € {0,1} undwy,;(t) € {0, 1} identifiziert, wobei

wgi(t) = 1 « [Einreihen
wri(t) = 1 < [Landung
wg(t) = 0Awp(t)=0 « [freier Flug]

gilt. Ein Flieger kann zu jedem Zeitpunkt nur einen seinestZude annehmen was gleichbedeu-
tend mit

ist. Desweiteren darf sich nur einer der Flieger einreilngwegen

in,i(t) =1 (5.19)

gefordert wird. Hat sich der Flieger eingereiht, so folgt dandung.
wgi(t—) <wg(t+), i=1,...,np. (5.20)
Hier wird der Vorgang nach der Landung nicht weiter untensueeswegen der Flieger durch
wri(t—) <wg(t+), i=1,....np (5.21)

in dem neutralen Zustand der Landung bis zum Ende der Unteusg verweilt.

Final Approach Fix

Am Ende einer jeden Phase reiht sich einer der Flieger anm Rpgaroach Fix ein und die Be-
trachtungen enden, wenn der letzte eingereiht ist. Insgsasteht das Problem aus Problem-
phasen.

Flieger: ist genau dann am Final Approach Fix und bereit zur Landuregyver die Nebenbedin-
gungen

zi(t) € [-10m,10m], wv;(t) € [280kmh~! 320kmh™'],

y(t) € [-10m10m), () € [Zm, 17,

hi(t) € [440m,460m], xi(t) € [~k L7,

erfillt. Ansonsten sind nur die Box-Bedingundien (b.8](6i&3) auf Seiteh 8 T=88 gefordert. Unter
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Verwendung der binaren Variabler; ;(¢) ergeben sich die geschalteten Bedingungen

—10 < wei(t)yi(t;) < 10, (5.23)
—10 < wp.a(ty)(ha(t;) — 450) < 10, (5.24)
1 1

130" S wei(ty) (i) + 5gm)  — < Ts0™ (5.26)
1 1

——7 < ()i (ts < —. .
1807T > wE,Z(t])XZ(tJ) = 1807T (5 27)

(5.28)

Diese stellen sicher, dass sich Fliegernreiht.

Sicherheitsabstinde

Um die Sicherheit im Luftraum zu gewahrleisten mussernrtiigzeuge einen gewissen Mindestab-
stand voneinander halten. Dieser Mindestabstand ist aeicheschrankende Faktor bei der Aus-
lastung von Flughafen, weswegen er so gering wie aus 3Jielisaspekten vertretbar gehalten
werden sollte. Je nach ihrer Grol3e verursachen die Flggzenterschiedlich starke Luftverwir-
belungen und reagieren unterschiedlich empfindlich awadiEliegt ein kleineres Flugzeug hinter
einem grofReren, so muss es einen groReren Abstand hidtemgekehrt. Die von der GrolRe
abhangigen Abstande und die Einteilung in drei Klasseitlft, mittel und schwer) werden wie
in (FEG"03) gewabhlt. Die Abstande fur die verschiedenen Komtimen sind:

Diese Abstande sollen wahrend der gesamten ‘
Betrachtung eingehalten werden. Zudem s@fl" -~~~ R o ) } je 600 [m]
uber, neben jedem Flugzeug, sowie unterhalb ‘
jeden Flugzeugs ein Sicherheitsabstand von dzV dz

600 m nicht unterschritten werden. Diese An- _ _ _

gaben definieren die Sicherheitszone um df%bblldu'ng 5.4: Slcherheltszone eins Flugzeugs
Flugzeuge herum nicht exakt, da keine Forf' Kollisionsvermeidung

vorgegeben ist. Es besteht die Moglichkeit Zylinder, Qarantler ellipsoide Formen zu verwen-
den. Hier wird eine ellipsoide Form gewahlt.

Eine Schwierigkeit stellt die mathematische FormulierdegSicherheitszone fur die Kollisions-
vermeidung zwischen je zwei Flugzeugen als Nebenbedindangla, wie in Abbildun§bl4 zu

Tabelle 5.3: Abstand zwischen Flugzeugen unterschieslliGewichtsklassen

vorderes| nachfolgendes Flugzeug
Flugzeug leicht  mittel schwer
leicht 5.55km 5.55km 5.55km
mittel 9.25km 7.40km 7.40km
schwer | 11.10km 9.25km  7.40km
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sehen ist, die Sicherheitszone vor und hinter dem Flugzesgiaterschiedlichen Ellipsoiden be-
steht.

Betrachtet werden die Flugzeugend j. In jedem Flugzeug sei ein Koordinatensysténbzw.
S; im jeweiligen Schwerpunkt befestigt, so dassah@chsen in Flugrichtung und dig-Achse je-
weils in Richtung des linken Fliigels zeigen. Die Verdraipuan Koordinatensystersi; beziglich
dem Inertialsysteni wird durch die Rotation

cosy; —siny; 0 cosvy; 0 sin-y;
SiRy=| siny; cosy; O 0 1 0
0 0 1 —siny; 0 coswy;

beschrieben. Anhand der relativen Posittod = (dz;;, dy;;, dhi;) von Flugzeugj bezuglich
Flugzeugi dargestellt im Koordinatensystefi lassen sich die Nebenbedingungen

WY (a(t) = 2y (A N (e Y e s 0 dzi; < 0
M = _— - j— w i w P = s «— xl ,
i dy; 600m 600m bk g

d. h. falls; hinter: fliegt, und

dri\’ dyi; \’ dhi; \°
i (a(t)) :=(ij) +( y]) +( ]) —ltwp;+wp; 20, —  dry; <0,
ij

600m 600m

d. h. fallsj vor ¢ fliegt, aufstellen. Diese stellen sicher, dassicht in die Sicherheitszone van
eindringt. Die Bedingung ist immer erfllt, wenn sich esrteer Fugzeuge im Landeanflug befindet,
da dannw;; = 1 und/oderw;; = 1 gilt. Damit hat die Bedingung keinen Einfluss auf den
neutralen Zustand.

Durch Einfuhren der Steuerunget}(¢) € [0,1] undw,!(t) € [0,1] kann die Sicherheitszone in
Abhangigkeit der relativen Reihenfolge der Flugzeugebesben werden:

0 < ul(t)hy(2(t) +uli (t)h](x(t)), (5.29)
0 > u(t)day, (5.30)
0 < ug(t)dxij, (5.31)
1= ui(t) +ull(t). (5.32)

Ist Flugzeug; hinter Flugzeug, so istdz;; < 0, weswegen nach Ungleichufg (513d) = 0
gilt, woraus mif{5.33) unmittelbar folgt, dagg/ (z(t)) > 0 erfillt sein muss. Im umgekehrten
Fall gilt entsprechendes. Im Falle;; = 0 ist[(5.29) konstant bezuglich};, weswegen dieser Fall
keine Probleme bereitet. Abbilduigb.5 auf der nachstéte eigt den Abstand zwischen zwei
Flugzeugen mit dazugehoriger Schaltfunktion.

Eine weitere Moglichkeit ist die Nebenbedingung stiicisgalurch

hy(z(t) falls0 > duy
H
hii(z(t)) sonst

hij(z(t)) = {
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Abbildung 5.5: Schaltung hervorgerufen durch relatived.dgr Flugzeuge

zu formulieren. Dies ist hier moglich, da; (x(¢)) an der Stellelz;; = 0 stetig und auch stetig dif-
ferenzierbar ist. Diese Formulierung benotigt wenigeti¥mvariablen und Nebenbedingungen.
Testbeispiele zeigten, dass sie flr das vorliegende Béppeignet ist.

Kosten

Bei der Formulierung der Problemkosten konnen die uniegichen Winsche der einzelnen
Inhaber der Fluglinien, sowie die der Betreiber des Flughaberiicksichtigt werden.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass die Inhalvéfldglinien vermutlich an moglichst
geringem Treibstoffverbrauch und hohem Komfort fur diesaiere interessiert sind. Die Kosten
fur den Treibstoff konnen mit der Lange der Flugstreaké/erbindung gebracht werden. Die
Minimierung der Flugstrecke entspricht der Minimierung derms

12 .

Cpri = / @7 + 7 + 225h7d¢.
to

Der Komfort der Passagiere wird durch die Krafte, die auf Bigzeug wirken, beeinflusst. Die

Krafte ergeben sich aus der linearen Beschleunigung, deiséd- und Fliehkraften beim Kurven-

flug. Damit erhoht die Minimierung der linearen Geschwgidiits- und Winkelanderungen, die

durch

ty
Cxpi = / 07 4 2542 4 25x7dt

to

gegeben sind, den Komfort der Passagiere.

Weiter wird eine optimale Auslastung der Landebahnen farBetreiber eines Flughafens als
eine winschenswerte Option gesehen. Diese kann durchmidining der Gesamtzeit aller Lan-
devorgange erreicht werden.

Da die Wunsche der Flughafenbetreiber und Flugzeuginhalenander kontrar sind, wird als
Zielfunktional eine gewichtete Summe der Einzelkosten

1 L
1_Otf + ;(1 —wri(t))(Cer; + Ckp;)
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Abbildung 5.6: Maogliche Landereihenfolgen bei zwei Flaggen: Flieger 1—), Flieger 2

verwendet. Ein Flugzeug verursacht nur solange Kostenywie= 0 gilt, das Flugzeug also noch
nicht gelandet ist.

5.1.2 Ergebnisse

In diesem Abschnitt sind die Ergebnisse verschiedenepiischnungen zusammengefasst. Die
Anfangszustande der jeweiligen Flugzeuge korinen Tabell entnommen werden. Als Startwert
fur die Optimierung wurden Trajektorien verwendet, diedafiuineare Interpolation zwischen den
Anfangszustanden und dem Endzustand, der durch den RopaibAch Fix gegeben ist, gewonnen
wurden. Dieser Startwert stellt einen fur die Optimierwmgulassigen Punkt dar, da weder die
Dynamik noch die geforderten Sicherheitsabstande Bsitlutigt wurden. Dennoch ist er ausrei-
chend, um Konvergenz zu erhalten.

Alle Berechnungen wurden auf einem PC gx&Hz Prozessortakt durchgefuhrt.

Tabelle 5.4: Anfangszustande

Flugzeug Nr.  Typ Ty Yo ho Vg Yo Xo
1 A380 -100 km -100km 4km 450 kmh 0° 60°
2 B737 -80km -50km 4km 360 kmh 0° 45
3 A330 -40km 120km 5km 540 kmh 0 -95°
4 B747 -100km 70km 6km 600 kmh 0° -45
5 A310 -80km 100km 5km 600 kmH 0° frei

Bei nur zwei Fliegern existieren nur zwei Losungskandidadiese sind ifi5.6 dargestellt. Zur
Berechnung beider Probleme wurden zusammef0 s benotigt. Es ist deutlich zu sehen, dass
der Flieger, der als erstes gelandet ist, in den neutaletazZdisvechselt. Seine Zustandsvariablen
bleiben konstant.
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Tabelle 5.5: Optimale Landereihenfolge von drei Flugzeyigéne Homotopietechniken

Reihenfolge| (1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (231) (3,1,2) (3,2,ABranch-and-Bound
Rechenzeit| 49.30 43.18 46.08 49.20 41.54 45.[0 849.67

Kosten 486.54 497.43 480.37 482.51 503.85 493.5 480.37

Bei drei Fliegern belauft sich die Anzahl der Losungskdaten auf sechs Reihenfolgen. Fur die
Berechnung der optimalen Reihenfolge musste nur die WdeeBaums untersucht werden. Die
binaren Variablen ergaben sich automatisch zu null bzms.etur Verifikation der gefundenen
Losung wurden alle Losungskandidaten berechnet. Diesers[Tabelle 5.b aufgelistet, die opti-
male Losung ist duch Fettdruck hervorgehoben. Die zuggéid Plots der Zustande und Steue-
rungen auf einem Gitter mit 40 Stiitzpunkten, konne1hgefinden werden. Flugzeug eins und
zwei landen in der gleichen Reihenfolge, wie im vorherigemsBiel. Der dritte Flieger reiht sich
als letztes ein.

Bei den Beispielen mit vier Fliegern treten bereits nunotrgsProbleme auf. Wahrend der Suche
im Branch-and-Bound-Baum liefert das Kollokationsver&ahoftmals keine Losung fur die rela-
xierten Probleme. Die Losung des Elternknotens als Seattist hier bei manchen Knoten eine
zu schlechte Startschatzung fur zuverlassige Konvergeies fuhrt dazu, dass die Rechenzeiten
enorm ansteigen. Ein Versuch mit dieser Wahl wurde nach gatabchen.

Die Verwendung eines Homotopieverfahrens warend der Bauhe reduzierte die Rechenzeit auf
1044.30s. Die Kosten fur diese Reihenfolge (2,4,1,3) belaufeh aigf 541.46. Die Ergebnisplots
der dadurch gefundenen Losung enthall 5.8. Eine Ervugitpauf finf Flieger konnte mit den
gleichen Einstellungen innerhabd7min 43.77s gelost werden.

Die Suchbaume zu den Problemen mit drei, vier und funfgelia sind in Abbildung 510 dar-
gestellt. Bei allen Problemen wird eine Tiefensuche mituBs&osten und benutzerspezifische
Prioritaten verwendet. Die Prioritaten werden so geseass die binaren Schaltungen, die ein
Einreihen hervorrufen entsprechend der Reihenfolge daséthbevorzugt behandelt werden. Die
Dreiecke in den Baumen beschreiben Knoten, die aufgrured #u grof3en unteren Schranke ent-
fernt wurden. Kreise stellen gewohnliche Knoten dar, digetschiedlichen Grautone geben an,
ob eine optimale Losung gefunden wurde oder ein unzgasdProblem vorliegt. Bei den vorlie-
genden Baumen sind nur Knoten als unzulassig gekenmestiatheren lineare Bedingungen an die
binaren Variablen verletzt waren. Der Diamant bezeicfeweeils die beste gefundene Losung.

Bei drei Fliegern konnte die optimale Reihenfolge direktiar Wurzel des Baums gefunden wer-
den. Bei allen Problemen liegen lokale Minima in der Nah#ejemoglichen Reihenfolge. Bei
funf Fliegern liefert eine Starttrajektorie, die sich dadineare Interpolation ergibt, in der Wur-
zel ein lokales Minimum, das einen grol3eren Zielfunktiwed hat, als manche der Endknoten.
Zunachst wird der linke Ast von der Wurzel aus durchsucht] liefert eine Landereihenfolge,
deren Kosten niedriger als die der Wurzel sind. Das fuhztiddass der rechte Ast von der weite-
ren Suche ausgeschlossen wird. Das Verfahren endet3nacim. Die Suche kann nun mit dieser
Losung als Starttrajektorie erneut gestartet wertens®Morgehensweise liefert den Suchbaum
aus Abbildung 5.0 und die in Abbilduiig’h.9 dargestelltesurigen.
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5.2 Aufgabenverteilung und Strategieplanung

Immer weitere Einsatzbereiche werden fur die Robotik ldossen. Der Einsatz von Robotern
in der industriellen Fertigung ist mittlerweile ein gewadnAnblick, aber auch in Bereichen der
Pflege, Objektiiberwachung, bei Rettungseinsatzen addr i der Unterhaltungsindusrie sind
autonome und teilautonome Robotiksysteme auf dem Vormailsdkomplexer die Einsatzgebiete
fir Roboter werden, um so mehr ist eine Zusammenarbeithiedener Systeme gefragt. Diese
muss geplant und koordiniert werden.

Im Bereich der Koordination von Robotiksystemen finden sefschiedene Ansatze die rein ver-
haltensbasieri (Mat94) oder marktbasiert (0S01) sindy adeh andere Architekturen (SSDZ;
Par93] Par(2) realisieren.

In (Mat94) wird ein verhaltensbasierter Ansatz verfolgs Basis dienen Grundverhalten, die me-
chanische Eigenschaften, Sensoreigenschaften und aiadtigaften der Umgebung, wie z. B. In-
teraktion und Sensorinformation kombinieren und geeighstrahieren. Diese werden benutzt um
verschiedene robuste Gruppenverhalten zu generieresictieres Herumfahren, Verfolgen, Sam-
meln, Verteilen und Zielsuchen beinhalten. Auf diesem @stiock aufbauend werden die Roboter
durchReinforcement Lernein die Lage versetzt, komplexe Aufgaben wie z. B. Nahrungssuzu
erlernen. Das gesamte Konzept wird mit einer Gruppe honagdeobotersysteme validiert.

Ein weiterer verhaltensbasierter Ansatz ist in Alance Architektur (Par98) realisiert. Sie stellt
eine Softwarearchitektur fur heterogene Multi-Roboteperation dar. Die einzelnen Roboter
werden dabei mit Beweggriunden, wie Ungeduld oder Eingadstis ausgestattet. Diese Beweg-
grunde sind so gestaltet, dass ein Roboter jederzeit eifigahe beenden kann, falls sie nicht
mehr die Moglichkeit zeigt, den gewiinschten Effekt zueden. Je nachdem steigen und fallen
die Beweggrunde, womit in dieser Architektur eine adapfwufgabenwahl erreicht wird, die feh-
lertolerant gegeniiber Ausfallen bei den Teammitgliagénderungen der Teamaufgabe, Wechsel
der Teamzusammenstellung oder auch Ausfallen und Siérubei der Kommunikation ist. Ei-
ne explizite Koordination der Roboter ist hier nicht vorgiesn. Basierend auf dieser Philosophie
wird z. B. das Problemgemeinsamer Beobachtung mehrerer sich bewegendergékist (Par02).

Zu den marktbasierten Ansatzen gehort die Architekturdoch Diese stellt einen komplett ver-
teilten Mechanismus zur Rollen- bzw. Aufgabenzuordnung dier auf einer Publish/Subscribe-
Architektur basiert, die Auktionen verwendet, um die einea Aufgaben zuzuweisen.

Dazu versenden einzelne Roboter — im Gegensatz zu direkt@nitnikation — Nachrichten mit
Informationen Uber ihre Ressourcen und ihren Bedarf anaatderen, womit eine gewisse Feh-
lertoleranz in der Kommunikation erreicht wird. Auf der Badieses kommunizierten Wissens
Uber die anderen Roboter wird nun entschieden, ob eineabeafgdie hierarchisch als Baum von
Teilaufgaben strukturiert ist, Ubernommen wird oder hi€las Ziel dieses Ansatzes ist nicht, die
Ressourcen in einer global optimalen Weise zu verteilamjeim vielmehr eine effiziente Methode
zur Verteilung von Aufgaben innerhalb von Gruppen autonpimeterogener Roboter zu realisie-
ren. In einem verwandten, marktbasierten Ansatz erfolgtRbllenverteilung zur Maximierung
des individuellenProfits’ der Roboter (DS01).
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Eine Erweiterung der traditionellen Drei-Ebenen-Arckite (\Verhaltensebene, Ausfihrungsebe-
ne und Planungsebene) auf Anwendungen mit mehreren Rahwitelin (SSD"02) beschrieben.
Die einzelnen Ebenen werden dahingehend erweitert, ddesgbene eines Roboters mit den
entsprechenden der anderen Roboter direkt kommuniziexram kim die Moglichkeit einer Koor-
dination der Roboter auf verschiedenen Abstraktionsniseatereinander zu ermoglichen.

Auch die dynamische Verteilung von Rollen wird benutzt, usafis mehrerer Roboter zu koordi-
nieren (GMOB| BKO1; KJO3; SV99; DFL04).

Bei dem Aufgabenverteilungsproblem (task assignmentienajan (GMO03), wie es aus dem Ope-
rations Reasearch bekannt ist, wird versuechAufgaben optimal auf. Arbeiter zu verteilen,
wobei jeder Arbeiter einen Job sucht und jeder Job einenitetbleendotigt. Bei der Roboterko-
operation handelt es sich allerdings um einen dynamischereBs, der eine sich wiederholen-
de Neuverteilung aufgrund von eventuellen Wechsel der Zaaammenstellung etc. notwendig
macht. Um dies zu beriicksichtigen werden die Aufgabenhd@ewichtung priorisiert und das
Zuweisungsproblem fortwahrend erneut gelost.

Ein weiteres Testfeld zur Entwicklung und Validierung vogrhaltensstrategien, in dem sich viele
Gruppen engagieren, bietet der Roboterfu3ball (PBBY04).

In (SV99) werden Umgebungen betrachtet, bei denen die Mgt eines Roboterteams autonom
mit nur geringer Kommunikation handeln, jedoch in regdbigén Abstanden die Moglichkeit
haben, sich beliebig auszutauschen. Dieser Aspekt istigenaFul3ball interessant, wo wahrend
des Spiels nur eine eingeschrankte Kommunikation stdéfirkann und der komplette Austausch
der Informationen in der Kabine stattfindet, wo das Team @nexynchronisiert und das Ziel fur
die nachste Halbzeit festgelegt wird.

Eine kooperative Verhaltenssteuerung des Teams ist in eigelRo aufgebaut, dass die einzelnen
Roboter verschiedene Rollen annehmen und zwischen ihnehsei konnen. Eine Sammlung
von Rollen gehort dabei zu einer Formation, in der mehrexied®er agieren. Im Verlauf der Auf-
gabenbewaltigung werden nun situationsspezifisch veadehe Teamplane ausgefuhrt.

Neuste Versuche gehen nun dahin, eine Formulierung qusait&trategien und Taktiken im Ful3-
ball zu schaffen, die unabhangig von den Eigenheiten deoRap-Ligen sind (DFI04).

In Anlehnung an das auf Taktik ausgerichtete Lehrbuch (Iye@ird eine Ful3ballstrategie als

Tupel formuliert, zusammengesetzt aus einem Satz von mtmkrhreibungen und einem Satz
komplexer Verhaltensmuster. Die Rollen sind auf die Vadmamuster abgestimmt und die Ver-
haltensmuster selbst wiederum auf die Strategie. Das éroter Erreichbarkeit beim Passspiel
wird hier Uber Voronoi-Diagramme gelost.

Diese aus dem menschlichen FuRball abgeleitete Formaligjeron taktischem Verhalten ist un-
abhangig von den Fahigkeiten und Eigenschaften der Spield der Liga im RoboCup, womit
es ermoglicht werden soll, dass prinzipiell Spieler usttaredlicher Teams mit dem Wissen uber
diese Formalismen zusammen spielen konnen.

Da die verschiedenen Taktiken auf den Fahigkeiten undiiSgfeaften menschlicher Spieler basie-
ren, ist hier noch zu untersuchen, ob diese ohne weltaterung im RoboterfuRball erfolgreich
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Abbildung 5.11: Hybrider Automat des Balls in einem Fuskspad|

Anwendung finden konnen. Eine Taktik kann nur dann optireal,svenn sie auf die Fahigkei-
ten der Spieler abgestimmt ist. Deshalb wird in dieser Arhaitersucht welches Verhalten sich
bei einem Fussballszenario aus der Optimierung unterdgsi¢htigung der Dynamik der Roboter
ergibt.

5.2.1 Planungsmodell fiir Teams Fuf3ball spielender Robote

Betrachtet wird der Angriff eines Fu3ballroboterteamsdad gegnerische Tor. Ein einzelner Spie-
ler, der im Ballbesitz ist, kann diesen dribbeln, vorlegasspielen, oder auf das Tor schiel3en. Ist
ein Spieler nicht im Ballbesitz, kann er sich freilaufen pdalls der Ball frei ist, zu diesem laufen
und ihn annehmen. Demnach kann ein Ball im Besitz eines dele®gein oder sich frei bewegen.
Abbildung[®T1 zeigt den hybriden Automaten eines Balls,dlese Systemzustande beinhaltet.
Als Anfangswert dienen feste Position von Spielern und,Bé# es z. B. bei Anstol3 oder Freistol3
realisiert werden kann. Die letzte Phase besteht daris, diasBall auf das Tor geschossen wird.
Vorab kann keine Aussage dariuiber getroffen werden wie Yahsen bis zur nachsten Spielunter-
brechung ablaufen kdnnen.

Modellierung des Angriffspiels

Die einzelnen Spielphasen werden mit binaren Schalturdgmtifiziert, die genau dann gleich
eins sind, wenn die entsprechende Phase aktiv ist. Insggdaines die moglichen Phasen

e wy;(t) =1 < Ball ist frei und wird von Spielef angenommen,
e w, ;(t) =1 < Spieler: istim Ballbesitz und spielt diesen ab,

e wsr(t) =1« der Ball rolltins Tor,
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die zu verschiedenen Zeitpunkten angenommen werden kpwadei aber nur genau eine aktiv
sein kann. Diese wird durch die Bedingung

Ns

1= (wralt) + wip(t) + wyr(t))
=1
ausgewahlt. Weitere Einschrankung ergeben sich ausettéclzen Abfolge der Phasen. Der Ball
kann z. B. am Anfang einer Phase nur frei sein, wenn er zueomfar, oder von einem Spieler
freigegeben wurde. So werden Endbedingungen der aktuiase mit den Anfangsbedingungen
der nachsten verknupft

Ns

0 = D (wis(t”) —wps(t?)) —wpr(t)

i=1
0 = wp(t7)—wi (), i=1,...n,

Erreicht ein Spieler den Ball, nimmt er ihn an, so ist die Badlition an die des Spielers gebunden.
Sowie er den Ball abgibt ist die Position des Balls wieder fre

Wy, f = 1— diSt(wi,d,‘B) = 0.
Dieser Sachverhalt wird mit der Big-M Methode dargestalitath
0< (1 — wzaf(t))MZQ — diSt(:Bi,:BB)Q,

wobei distx;, x5) den euklidischen Abstand zwischen zwei Punktgmind xz darstellt undM/;
die maximal mogliche Distanz zwischen Ball und Spiélest.

Der neutrale Zustand wird angenommen, wenn ein Tor gesehegsrde und bleibt dann bis zum
Ende aktiv.

wrr(t™) < Wpun(th), Wou(t™) < wWpu(th).

Damit kann das Durchlaufen des hybriden Automaten durclal8urhder binarwertigen Funktio-
nen angegeben werden.

Spielermodellierung

Die Spieler im Robocup haben je nach Liga unterschiedlighwnhische Eigenschaften. In der
Small-Size- und Mid-Size-Liga werden haufig omnidireklate Antriebe eingesetzt, womit sich
der Roboter unabhangig von seiner Orientierung in jedétlig bewegen kann. Ein Punktmas-
semodell fur Spieletf, mit Positionz; = (x; 1, z;2)" und Steuerunae; = (u; 1, u;2)", das diese
Eigenschaften widerspiegelt lautet

s = Fr@(t), wilt) + £, (@ ().
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Die rechte Seite beschreibt die auf den Spieler einwirkeritig&fte aufgrund eigener Leistung

f 1 und den Laufwiderstand, ;. Unter der Annahme gleicher Bodenbeschaffenheit und Wind-
stille, sind diese Terme unabhangig von der momentaneitidtodes Spielers. Eine Ermudung
der Spieler wird im Fall des Roboterful3balls ausgeschigsgemit keine explizite Abhangigkeit
von der Zeit vorliegt.

Sobald der Spieler in Ballbesitz kommt, andert sich seie@@&jungsfreiheit. Diese Einschrankung
wird durch Ersetzen des Ternfs, ; mit einem Termf ; ; erreicht, womit die Bewegungsglei-
chung

-’B@ - fLB’i(:‘Di(t% uz@)) + fr,z<w2<t))

lautet.

Bei der Annahme von Punktmassen kann fur die eigene Lesliekt die Beschleunigung des
Spielers als Steuerung verwendet werdgn, (&;(t), wi(t)) = wu,(t). Durch eine geschwindig-
keitsproportionale Kraff, ;(&;(t)) = —p;x;(t), die entgegengesetzt der Laufrichtung wirkt, wer-
den Reibung und Luftwiderstand mit Widerstandskoeffizapt € IR* zusammengefasst. Durch
Frpi(@i(t), ui(t)) = cou(t) mit einem Koeffizienter) < ¢; < 1, was einer geringeren Be-
schleunigung gleichkommt, wird die eingeschrankte Bdigbkeit eines Spieler wahrend des
Ballfuhrens modelliert.

Spieler: ist genau dann im Ballbesitz, wenn () = 1 gilt, und verharrt, wenn der neutrale
Zustand eintritt. Damit lautet die BewegungsgleichungSjieler:

;= wi f () F g (@i(t), wi(t) + (1= wi () + Wnann(0)) f 13 (#:(1), wi(1)) + fr(2i(1)).

Ballmodellierung

Solange ein Spieler im Ballbesitz ist kann das System bestehus Spieler und Ball als Einheit
betrachtet werden, so dass der Ball in diesem Fall keine &betandlung erfahrt. Ist der Ball
frei, so bewegt er sich im einfachsten Fall geradlinig unaiwliurch Reibung oder Luftwiderstand
mit Koeffizientenps € IR* abgebremst. Diese Bremskraft wird als geschwindigkestsprtional
angenommen,

zp(t) = fp(xp(t), Tp(t) = —pps(t)

mit der Ballpositioncgy = (51, z52).

Der Ball ist frei wennwy . (t) := >, wy,i(t) + wyr(t) = 1 erfullt ist. Die Bewegungsgleichung
des gespielten Balls ergibt sich zu

@p(t) = Z Wi, p () f 15,3 (®:(1), wi(t) + w (V) f p(25(t), 25(1)),

waszp(t) = 0 impliziert falls wy,,; (t) = 1 gesetzt ist.
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Schussmodellierung

Im Spiel wird angenommen, dass Position und GeschwindigleziSpieler stetig sind. Bei dem
Ball ist nur die Position stetig, die Geschwindigkeit nichtmer. Hier wird angenommen, dass die
Ballgeschwindigkeit springt, falls ein Spieler den Balh&f3t oder annimmt. Dies ergibt sich aus
der Translationsbedingung

Ep(tf) = > (wpilty)ai(ty) +wpi(ty pisdi(ty)) + (1 = (wpalty) + wf,i(t,z))) i p(t;)-
i=1 i=1

Bei der Ballannahme erhalt der Ball die Geschwindigke#d &pielers, bei einem Schuss wird
der Ball mit dem Parametey ;, in Laufrichtung des ballfuhrenden Spielers beschleumigallen
anderen Fallen bleibt die Ballgeschwindigkeit stetig.

Gegnermodellierung

Die einfachste Annahme fiir ein gegnerisches Verhaltemasts der Aufenthaltsort fur jede Zeit
t durch eine Funktiom = P(t) gegeben ist oder sich durch eine gegeben Steuerdiig aus
der Bewegungsgleichunigy; (1) = f,(xq(t), ug(t)) berechnen lasst.

Auch ein bekanntes oder angenommenes gegnerisches ¥arlist sich verwenden. Dieses wird
als Reaktion auf die aktuellen Zustande aller Spieler wexdRhlls angenommen

CbG = fG(wl(t)v .- '7mns(t)>m3(t)7t)

Damit nun der Ball nicht von dem Gegner abgenommen wird, kism Problem eine zusatzliche

Nebenbedingung
2

man

(xg — xp) (g — ) > d
hinzugefugt werden, die einen Mindestabstdpg, zwischen Gegner und Ball verlangt.

Eine konservative Losung ware auch, fur den Gegner @disVerhalten anzunehmen. Dazu
musste das Problem als dynamisches Spiel mit gemeinsamBéuanktional formuliert werden.
Die eigenen Spieler versuchen das Zielfunktional zu mierem, wahrend die Gegner ihrerseits
das Funktional maximieren wollen. Die Menge der so beragmidsungen wird paretooptima-
ler Bereich genannt und all diese Losungen liefern miredestien Erwartungswert des Spiels.
Aus dieser Menge von Losungen wirde dann diejenige ausgewdie den grofdten Zugewinn
verspricht, falls der Gegner von seiner optimalen Strategweicht. Die Frage ist allerdings, ob
sich unter den paretooptimalen Losungen eine befindetdydilgerhaupt ein Torschuss versucht
wird.

5.2.2 Optimierung von Szenarien aus dem Roboterful3ball

Die folgenden Abschnitte beschreiben die Ergebnisse hmdener Problemstellungen aus dem
Roboterful3ball. Wie bereits im letzten Abschnitt angefigind die Spieler durch einfache Punkt-
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massenmodelle mit geschwindigkeitsproportionalem Laldvstand gegeben. Der nicht gefuhrte
Ball wird ebenfalls geschwindigkeitsproportional abgahst. Bei Schiissen wird die Geschwin-
digkeit mit dem festen Parametgy, = 3 multipliziert. Als Zielfunktional wird jeweils die ge-
wichtete Summe von Laufkosten und verstrichener Zeit bis Zarschul3 verwendet.

tr
min ¢ty + 02/ uluy + uluy dt.
to

Das erste Beispiel behandelt zwei Szenarien mit je zweil&pieDiese unterscheiden sich in der
Dynamik der Spieler und zeigen, dass dieser Unterschie@mchiedenen Spielstrategien fuhrt.
Die beiden weiteren Beispiele erlautern mogliche Vagarzur Modellierung von Gegenspielern.

Abhangigkeit zwischen Strategie und Dynamik
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Abbildung 5.12: Spielziige ohne Gegner in Abhangigkeit der Dynamik der Spieler; Spieler 1
(—), Spieler 2 =), Ball (= =)

Eine optimale Spielstrategie hangt immer von den Eigeafseh der einzelnen Spieler ab. Be-
trachtet wird eine Spielsituation, aus der moglichst stirgin Torschul3 erfolgen soll, wobei keine
gegnerischen Spieler beriicksichtigt werden. Aus demmeig&eam werden zwei Spieler betrach-
tet, von denen keiner im Ballbesitz ist. Jeder der Spielankaum Ball laufen, ihn direkt auf das
Tor schiel3en, dribbeln oder abgeben. Mehr als eine magBellabgabe wird nicht erlaubt, womit
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Tabelle 5.6: Problemdimensionen
Startphase mittlere Phasen (3x) letzte Phase gesamt

Zustandsvariablen 13 13 13 13
Steuervariablen 4 4 4 4
binare Variablen 7 7 7 35
nichtlin. Nebenbedingungen 4 4 4 4
Ubergangsbedingungen 12 12 0 48
Randbedingungen 0 0 1 1
logische Bedingungen 7 10 7 44

Tabelle 5.7: Zusammenfassung der Rechenergebnisse diat#rangiger Strategie
Pass (P42.6GHz) Direkter Torschuss (XP 17004 GHz)

Rechenzeit 813s 33s 1091s
untersuchte Knoten 119 129
NLP Variablen 1045 1045
NLP Nebenbedingungen 1117 1117
Berechnete Kosten 25.347 23.909

das Optimalsteuerungsproblem aus funf Phasen bestehAriahl der Variablen und Nebenbe-
dingungen fur das gemischt diskret-kontinuierliche @yatisteuerungsproblem sindin Tabellel 5.6
zusammengefasst.

Der Widerstandskoeffizient fur das Laufen von Spieler &esagtp; = 3, der von Spieler zwei
P2 = 1.

Abbildung[5.T2(d) zeigt den optimalen Spielzug fur dieaeafeter. Spieler eins lauft zum Ball,
fuhrt ihn und schief3t dann direkt auf das Tor, wahrend I8pmvei auf seiner Position verharrt.

Anders gestaltet sich die Situation, wenn der Widerstamefbkient von Spieler eins etwas hoher,
hier p; = 3.5, angesetzt wird. Der von Spieler zwei bleibt unverand&obildung[5.12(qd) zeigt
das Ergebnis zu diesen Einstellungen. Spieler eins lamfzam Ball, fuhrt ihn nur kurz und passt
ihn zu Spieler zwei, der nach wenigen Schritten in das Toe&th

Beide Beispiele wurden mit Kollokation an Gausspunkteretienet. Dabei wurden 25 Diskre-
tisierungspunkte verwendet. Die Nebenbedingungen wuedeh in den sich daraus ergeben-
den Intervallmitten Uberprufi_Tabelle .7 zeigt eines@mmenfassung der Rechenergebnisse. Die
Suchbaume sind in Abbildurig 5113 dargestelit.

Ein Spieler mit Gegner

Realistischer werden die Spielsituationen, wenn Gegngelagsen werden. Dabei kann das Ver-
halten des Gegners z.B. aus friheren Spielsituationerhgtt und als fest vorgegeben inte-
griert werden. Dazu wird eine Spielsituation mit einem &ifgnden Spieler und dem verteidig-
ten Torwart betrachtet. Zu Beginn befindet sich der Angreitd Hohe der Mittelliniex, (t,) =
(0,—0.75)T , der Ball liegt ein kleines Stiick vor ihmg(ty) = (0.5, —0.75)7 und der Torwart
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Abbildung 5.13: Branch-and-Bound-Baume fiir die Berestgen dynamikabhangiger Strategie;
links Direktschusg; = 3.0, rechts Pasg; = 3.5

steht in der, von ihm aus gesehen, linken Ecke desdef$) = (2.2, —0.5)7. Fur den Fall, dass
sich der Torwart nicht bewegt, ist eine freie Schussbahnaraddere Ecke des Tors gegeben. Es
wird angenommen, dass der Torwart vor dem Tor auf- und &bRies ist durch die Bewegungs-
gleichung

igi(t) = 0.1sin(0.2t)
.T}GQ(t) = 2.2

beriicksichtigt. Weiter wird ein Mindestabstand zwisclBatl und gegnerischem Torwart gefor-
dert. Als Zielfunktion wird eine gewichtete Summe aus Zeitl Bewegungsaufwand verwendet.

Die optimale Losung, die in Abbildurig’5l14 zu sehen istgzeiie der Angreifer den Ball an-
nimmt, in eine freie Schussbahn hinter dem Torwart bringktein Tor erzielt. Die dazu gehorigen
Geschwindigkeiten von Angreifer und Ball, sowie der Abstamvischen Ball und Gegner sind
ebenfalls Abbildung’5.14 zu entnehmen.
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Abbildung 5.14: Angriff eines Stirmers bei fest vorgegadae Verhalten des Verteidigers; Spieler
(—), Ball (= =)

Bei einer Diskretisierung mit 27 Punkten besitzt das Prob&27 Variablen und 736 Nebenbe-
dingungen. Zur Losung bei vorgegebenen diskreten Vamaiurden ca40s. auf einem PC mit
2GHz Prozessortakt benotigt.

Zwei Spieler mit Gegner

Eine einfache Variante eines gegnerischen Verhaltendass der gegnerische Spieler dem Ball,
der unter dem Winkelvg gesehen wird, mit der Geschwindigke# hinterherlauft. Dies wird
durch

:EB’l(t)fo’l(t)

VG Jamn e 0P @p2(0) a2 R
:EB’Q(t)f:EG’Q (t)

VG Jamn a0 w52 a0

ic1(t) = wvgcos(apg(t) =

iG,Q(t) = UGsiIl(OéBg(t)) =
erreicht.

Unter Beriicksichtigung dieses gegnerischen Verhaltand dve folgende Spielsituation unter-
sucht. Der Ball liegt zu Beginn des Spielzugs auf der Mittédl in der vom Angreifer aus ge-
sehen linken Spielhalftez(t,) = (0,1.3)T. Einer der Angreifer ist in nahe dem Ball platziert
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Abbildung 5.15: Angriff zweier Sturmer bei ballabhangmgVerhalten des Verteidigers; Spieler 1
(—), Spieler 2 ), Ball (= =)

zi(to) = (—0.5,1.5)T, der andere befindet sich auf der rechten Seite der eigenieth&p
te x5(ty) = (—0.5,—1.5)T. Der Verteidiger befindet sich am auReren Rand des Strafrau
xg(to) = (2,0.5)T und verhindert einen direkten Torschuss.

Wiederum werden hier die Bewegungskosten und die Zeit bis Barschuss minimiert. Die opti-
male Losung zeigt einen Pass zwischen den angreifendefe8pmit abschlieRendem Schuss auf
das Tor. Damit ist es dem Verteidiger nicht moglich den Baltufangen. Die Ergebnisse sind in
Abbildunglb.Ib zusammengefasst.

Die Problemstellung wurde auf einem Gitter mit 75 Punkteldgte Damit ergab sich ein nicht
lineares Optimierungsproblem mit 1789 Variablen und 148bé&hbedingungen. Zur Losung bei
gegebenen diskreten Variablen wurden auf einem PQ @iz Prozessortakt ca0s benotigt.

5.3 Rundreiseprobleme

Mit zu den bekanntesten kombinatorischen Optimierundgpren gehort das Handlungsreisen-
denproblem.
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Abbildung 5.16: Vergleich von Rundreisen mit gegebenehBafolge der Stadte

Ein Handlungsreisender verbringt seine Zeit damitverschiedene Stadte zu besu-
chen, jede davon genau einmal. Am Ende seiner Rundreisé éeehum Ausgangs-
punkt zuriick. In welcher Reihenfolge soll er die Stadteuoben, um die Reisezeit zu
minimieren?

Laut einem Artikel Uber die Geschichte der kombinatorgtlptimierungl(Sch05) wurde das
Problem des Handlungsreisenden bereitdiar Handlungsreisende — wie er sein soll und was er
zu thun hat,um Auféige zu erhalten und einesigklichen Erfolgs in seinen Gesiften gewif3 zu
sein — Von einem alten Commis-Voyageur, B.Fr. Voigt, llmefh832erwahnt. Es wird darauf hin-
gewiesen, dass das Buch keine mathematische Behandluiyal#gems enthalt, aber eine der 5
enthaltenen Touren durch 45 Stadte Deutschlands kannBetécksichtigung der damaligen Ge-
gebenheiten durchaus optimal gewesen sein, auch wennicligsinter Verwendung geodatischer
Distanzen zutrifft.

Aus mathematischer Sicht, ist eine RundreiseHamiltonkreis(vgl. Definition[I8 auf SeitE127)
in einem Graphen, der die Stadte als Knoten besitzt. DgedProblemstellungen wurden Mitte des
19. Jahrhunderts hauptsachlich von Sir William Rowan H@amund Thomas Penyngton Kirkman
untersucht.

Karl Menger studierte in den 20er Jahren des 20. Jahrhuneiert allgemeine Form des Hand-
lungsreisendenproblems in Wien und Harvard. In den 30eedahuchte die Problemstellung in

Princeton wieder auf und wurde in den 40ern von Statistiketersucht (Mahalanobis (1940), Jes-
sen (1942), Gosh (1948), Marks (1948)). Ein Handlungsneiseproblem mit 49 Stadten losten

George Dantzig, Ray Fulkerson und Selmer Johnson 195Ae8@&ierden alle paar Jahre grof3ere
Beispiele untersucht und beweisbar optimal gelost. Indérn und 80ern des letzten Jahrhun-
derts lieferten Grotschel, Padberg, Holland und Rinaldigtof3ten Touren, seit den 90ern sind
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Abbildung 5.17: Modellierung des motorisierten Handluegsenden

dies Applegate, Bixby, Chvatal und Coak (Coo05).

Unter Verwendung dekin-KernighanMethode [(Hel98) wurde von K. Helsgaun eine Rundrei-
se mit 24,978 Stadten in Schweden berechnet. Diese ist2ca0@ km lang und im Mai 2004
wurde unter Verwendung von Branch-and-Cut-Techniken @mgntiert in Concorde (ABCCD5)
bewiesen, dass es keine kurzere gibt. Damit ist die Towld8chweden das grolite bisher geloste
Handlungsreisendenproblem. Eine Welttour mit 1.904.Hdggaphischen Orten wird aktuell un-
tersucht. Eine bewiesen optimale Tour gibt es zum aktuZkgipunkt noch nicht. Zur Berechnung
von Touren dieser GrofRe sind nicht nur entsprechende ihgoen notwendig, sondern auch die
Nutzung von Grol3rechenanlagen.

Entscheidend fur die Untersuchung des Handlungsreisgmdielems ist, dass die Lange oder auch
Kosten der Verbindungen zwischen je zwei Stadten unajigamon der restlichen Rundreise an-
gegeben werden konnen und die Bewertung kaum Zeit in Achpnimmt. Eine Erweiterung
der Problemstellung liefert die Forderung der Glattheitidendreise und die Beschrankung der
Ableitungen [(SGC0). Anders gesagt soll der Handlungsnéisenun entlang einer glatten Kurve
durch die Stadte fahren, ohne dort anzuhalten oder anestrg€bunden zu sein. Daher hat das
Problem des motorisierten Handlungsreisenden auch s&laeren. Abbildund 5.6 zeigt opti-
male Rundreisen zu verschiedenen vorgegeben Reihenfdiyegtadte. Ein Vergleich gleicher
Stadteverbindungen unterschiedlicher Rundreisen uéiclet die Abhangigkeit einer einzelnen
Verbindung von der gesamten Reise.

Das Problem des motorisierten Handlungsreisenden tnttamdann auf, wenn die Zustande ei-
nes Prozesses durch Parameter auswahlbare, innere &dingingen erfullen missen, und das
Problem an diesen Punkten aus Stetigkeitsgriinden nitkagelt werden kann.

5.3.1 Modell des motorisierten Handlungsreisenden

Das Fahrzeug des Handlungsreisenden (vgl. Abbildungd])li(rd als einfacher Punkt in der
(x1,z2) Ebene mit den Koordinatem (¢) und z,(¢) betrachtet. Sein Zustand ist durch die Glei-
chungen

#i(t) = filz(t),u(t),t), i=1,....4



5.3 Rundreiseprobleme 113

beschrieben. Die Zustandg .., < 23(t) < Z3max UNA T4 min < T4(t) < X4 ma KONNEN dabei
entweder die Geschwindigkeit in undz, Richtung, oder Fahrtrichtung und Geschwindigkeit in
diese darstellen.

Der Automat in Abbildung 5.17(b), der die Rundreise dalstisk sehr einfach aufgebaut. Er be-
sitzt zwei Knoten. Einer der Knoten stellt die Bewegung dabrieugs in der Ebene dar und
ist mit der Dynamik des Fahrzeugs und eventuellen Bes&hrigen an die Zustande markiert.
Der andere stellt den Endzustand des Systems dar. Ein Rieesgang findet genau dann statt,
wenn der Handlungsreisende eine degfStadte erreicht. Die Stadte werden durch ihre Koordina-
tenci,...,c, € IR? angegeben. Bei einetdbergang bleiben die Zustande stetig und die Stadt
wird als besucht markiert. Es konnen nur solche Stadtedbgsverden, deren Marken noch nicht
gesetzt sind. Sind alle Stadte mit Marken versehen, kasrFdharzeug in den Endzustand, dem
Verharren in dem Ursprung des Koordinatensystems, UbergeAls Startwert wird die Position
des Fahrzeugs im Ursprung des Koordinatensystems festgese

Eine Phase des Systems entspricht der Fahrt von einer&tadleiner Stade; mit ¢; # ¢;. Da
nicht klar ist, in welcher Reihenfolge die Stadte besuaitden sollen, kann zu jedem Zeitpunkt je-
de Verbindung zwischen je zwei Stadten moglich sein. Da fgtadt genau einmal besucht werden
soll, besitzt das Problem, Zeitspannen mit jex.(n. — 1) moglichen Phasen und eine abschlie-
Rende Phase mit. Moglichkeiten, in der das Fahrzeug zu seinem Ausgangspuméckkehrt.

Zunachst werden die parallel moglichen Phasen logisdinispft. Die Startbedingung einer Phase
bzw. Endbedingung der vorhergehenden lautet

e SCl(t) o
v [( ialt) ) ‘Cj‘(’]

was sich unter Verwendung der binaren Variakjgn:, j = 1,...,n. aquivalent ist zu
L .
w1(ti) -Cq,;, =0, i=1,...,n,

mit der MatrixC = (¢4, ..., ¢, ), die die Koordinaten der Stadte enthalt. Die Dynamikristlien
Phasen identisch.

Als Kosten der Rundreise konnen die Fahrzeit, der Stebeamd oder eine Kombination beider

betrachtet werden durch .
f

Ju, q,) = arty + a2/u(t)Tu(t)dt.

to
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5.3.2 Ergebnisse
Erste obere Schranke mit genetischem Algorithmus

In diesem Abschnitt wird fir das Fahrzeug des Handlungsrelen ein Punktmassemodell be-
trachtet, das durch die Beschleunigunge(t) in z; Richtung unduy(t) in zo Richtung gesteuert
wird. Insgesamt lautet das Modell

o1(t) vi(t), x1(0) 0 = m(ty),
Ta(t) = wa(t), 22(0) = 0 = xa(ty),
vi(t) = wi(t), n(0) =0 = wvlty),
U (1) us(t), wvy(0) 0 v (ty).

Im Zielfunktional werden die Konstanten = 1 unda, = 2 - 10~2 gewahlt. Da im Zielfunktional
die Zeit linear auftritt, wird die maximale Beschleunigudgs Fahrzeugs durckf + u3 < 7
beschrankt.

Um das Branch-and-Bound-Verfahren zu starten, wird eiretiggther Algorithmus zur Berech-
nung einer ersten oberen Schranke eingesetzt. Dazu wikthaheine Anfangspopulation von
Rundreisen durch Vorgabe der Reihenfolge der Stadtediesig Alle Individuen der Population
werden durch Losen der dazugehorigen Optimalsteuepnolgeme bewertet.

Zur Erzeugung neuer Rundreisen werden zwei Individuen auBapulation durch einturniers-
elektionausgewabhlt. Bei einer Turnierselektion werden zufdllglemente der Population gewahlt
und aus diesen die beiden besten fur die Kreuzung verweDgegewahlten Reisen seiehund

B, wobei die Rundreisen durch die Indizes der Staglten der Reihenfolge, wie sie besucht wer-
den, charakterisiert sind. Ein Beispiel fur zwei gew@HRundreisen und deren Kreuzung ist in
der[Tabelle 518 auf der nachsten Seite zu sehen.

Zunachst wird aus dem Elterntell ein zufalliger Bereich, de€Crossover Bereiclyenannt wird
und hier schwarz hervorgehoben ist, ausgewahlt. Diesegi®ebeschreibt einen Teil der Rund-
reise und wird in die entsprechenden Positionen der Ruseldss Kindes! iibertragen. Aus dem
Elternteil B wird, soweit noch Platz ist, elementweise Stadt fur Stadias Kind kopiert (dun-
kelgrauer Bereich), wobei die Elemente des Crossover &eaionA ausgelassen werden. Die
noch nicht verwendeten Stadte (mittelgrau) werden in dghé&folge, in die sie irB liegen auf
die noch leeren Felder voA geschrieben. Das Kind hat einen Teil der Tour von Elternteil
(schwarz) und einen Teil vom (dunkelgrau) geerbt. Um die Population vor Stagnation zu be
wahren wird eine neue Information eingebracht, indem efallzger Bereich des Kindes durch
seine umgekehrte Reihenfolge ersetzt wird. Das neu edist@Kind wird durch Losen des dazu-
gehorigen Optimalsteuerungsproblems bewertet und deul®ion hinzugefugt. Dieser Prozess
wird solange wiederholt, bis die Population eine vorgegeli@rol3e erreicht. Das beste bis dahin
bekannte Individuum wird als erste obere Schranke fur dam&-and-Bound verwendet.

[Mabelle 5.9 auf Seife T1L6 zeigt Ergebnisse zu 5, 6 und 7&taber obere Teil der Tabelle bezieht
sich auf die Berechnung einer oberen Schranke mit dem bebehen genetischen Algorithmus.
Es sind jeweils die GrofRe der Anfangspopulation und dieimabe Populationsgrofie, bei deren
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Tabelle 5.8: Genetischer Algorithmus

A 10| 3|8 Zufallig gewahlter Crossover Bereich
B 7 6 |91 51 2 | 4 | Hervorgehobene Elemente werden vererbt
| A] x| x]10][3]8]x] x | x] x| x| Kopiere schwarzen Bereich voh

| A]7]6]10[3][8]9] 1 |5]2] 4] Kopiere dunkelgrauen Bereich vdh
mit mittelgrauen Elementen auffullen

Erreichen das Verfahren abgebrochen wird, angegebenrideale Auswahlbereich ist die An-
zahl der Elemente fur die Turnierselektion notiert, unblisflich ist die beste gefundene obere
Schranke angegeben, mit der das Branch-and-Bound-Verfatartet. Falls im oberen Tabellen-
bereich keine Eintrage vorhanden sind, wurde das BrandrBaund-Verfahren mit der notierten,
vorgegebenen Schranke gestartet.

Im unteren Abschnitt ist zuerst die nachste vom Branchmdgnd-Verfahren gefundene obere
Schranke und die Anzahl der bis dahin untersuchten Knotgarhdn der folgenden Zeile ist die

Anzahl der insgesamt vom Branch-and-Bound-Verfahrenrantditen Knoten und in der letzten
Zeile das dabei gefundene Ergebnis zu finden. Bei dem BrandkBound-Verfahren wird eine

kleinste Schrankenstrategie verwendet, und jeweils dreabke verzweigt, die am nachsten bei
1/2 liegt. Als Startwert der Optimierung an einem der Knoten Basms wird die Losung des

daruiberliegenden Knotens verwendet. Die Rechenzeiteienean zwischen wenigen Minuten fur

5 Stadte und mehreren Stunden fur 7 Stadte auf einemupefiti900 MHz PC.

Die verschiedenen Berechnungen, di¢_In Tabelle 5.9 auf @ensten Seite dargestellt sind, zei-

gen, dass sich die Anzahl der insgesamt zu berechnendem&gtieuerungsprobleme durch den

Einsatz heuristischer Verfahren erheblich reduziersstl&ir ein heuristisches Verfahren, das die
Reihenfolge der Stadte vorgibt, muss allerdings fur déevBrtung eine geeignete Startschatzung
der Trajektorie vorliegen, da sonst nicht unbedingt Kogeee erreicht werden kann.

Ein interessantes Resultat zeigt die letzte Spalt¢_defdlégh8. Hier wurden annahernd die mi-

nimalen Kosten als erste obere Schranke vorgegeben, umsbclemurden ca. 1000 Knoten un-

tersucht, um die optimale Losung zu finden. Dies zeigt, diessinteren Schranken zu niedrig

sind, als dass Knoten frither von der Untersuchung auslpssem werden konnten. Dies verstarkt
sich sogar noch, wenn an den Knoten konvexe Unterschatz&chrankenberechnung verwendet
werden, da hier mit noch niedrigeren Schranken gerechnetenenuss.

Zustandsdiskretisierung

Mit einem leicht geandertem Fahrzeugmodell beschrielnechddie Gleichungen

1(t) = o(t)sin(a(t)), z1(0) = 0 = z1(ty),
To(t) = w(t)cos(a(t)), z2(0) = 0 = za(ty),
o(t) = uy(), v(0) = w(ty),
a(t) ua(t), a(0) = a(ty),
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Tabelle 5.9: B&B mit und ohne GA zur Schrankengenerierung

Anzahl der Stadte 5 5 6 6 6 7 7 7
GA

Anfangspopulation - 10 - 20 20 30 50 -
max. Population - 20 - 40 60 100 200 -
Aswahlbereich - 8 - 15 15 25 40 -
Beste obere Schranke oo 109.05 oo 116.57 112.88 127.96 117.92 112.86
B&B

nachste obere Schranke 109.05 97.92 140.65 113.79 1114151 115.0 112.85
berechnet an Knoten 59 101 85 223 279 213 949 725
insgesamt getestete Knoten 195 129 11331 825 647 1931 139758 10
Losung 97.92 9792 111.07 111.07 111.07 112.85 112.85 8%12.

wobei die Geschwindigkeit durch < v(¢t) < 10 und die Steuerungen durdh,| < 2 und
lua(t)] < 1 beschrankt sind, wird das Handlungsreisendenproblen? ostandsdiskretisierung
gelost. Wegen der zyklischen Randbedingungen wird diedRaise auch im Ursprung glatt, und
der Ursprung kann wie jede andere Stadt behandelt werden.

Die einzelnen Phasen des Problems des motorisierten Hagstkisenden stellen je eine Fahrt von
einer Stadt zu einer anderen dar. Bei ddbergang in die jeweils darauffolgende Phase sind alle
Zustande stetig und mussen zusatzlich die Bedingungen

x1(t;) .
—Cq,, =0, 1=1,...,n,
(%(h‘)) qy,

mit C = (cy,...,c,,), der Matrix mit den Koordinaten aller Stadte, erfiillerarbit lautet der
zulassige Bereich fur die Zustande an einem der Zeitfgik. . . , t,,., zu denen der Handlungs-
reisende in einer der Stadte oder im Ursprenges Koordinatensystems ist

R, = {(z1,22,0v,0)" | (z1,22)" € {co,...,€n.}, v € (0,10), € (0,27) }.

Diesen Bereich zu diskretisierten entspricht einer Dissierung der Durchfahrtsgeschwindigkeit
und des Durchfahrtswinkels in der jeweiligen Stadt. Dangtle sich

DiF = {(xl,xQ,v,a)T } (z1,22)" € {co,...,cn}, v E€{vo, ..., 00}, € {ag,. ..,ana}}.

Da die Diskretisierung unabhangig venst und die Zustande stetig in die nachste Phase Uberge-
hen, istD, := D'~ = D miti =0, ..., n,.

Zu der gegebenen Diskretisierung kann die Familie von Cgdtauerungsproblemen

tet1
min  J[u, q,] = a1 (tkr1 — t) + ag / w(t) u(t)dt

i
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unter den Nebenbedingungen

= v(t)sin(a(t)), z2(t) = o(t)cos(a(t)),
= w(1), at) = ua(l),

v(t) <10, Juy| €2, Jua(t)] <1,
( ) xT; € DJ; w(tk_H) =x; € DJ;

(1)
o(t)
0<

berechnet werden und es ergeben sich jeweils die25
Kostenc;;. Einige Losungen zu einer Diskretisie-
rung inn, = 5undn, = 6 istin Abbildung5.18 15
zu sehen. Da in diesem Beispiel das Fahrzeug so10
schnell bremsen wie beschleunigen kann, ist ei- °
ne berechnete Bahn auch optimal, wenn sie in der 0
entgegengesetzten Richtung abgefahren wird. AI-_;)
lerdings gilt nichtc;; = c¢j;, da wegen der Fahrt- 5
richtung eine Hinfahrt mit Anfangswinkel nur -20
einer Ruckfahrt mit Endwinked + (2k + 1), 200000 s A0 8

k € IN entsprechen kann. Abbildung 5.18: Verbindungen diskreter
Zustande zweier Stadte in det;, - )-Ebene

Alle Knoten und moglichen Kanten kdnnen zu ei-

nem GrapherG = (D,, E) zusammengefasst werden. Die Kantgne E sind mit binaren
Variablenw;; identifiziert und mit den Gewichtes; ausgestattet. Kanten innerhalb einer Stadt
Sk = {(ck1, cro, v, )T | v € {vo, ..., v, }, @ € {ap,...,an,} } erhalten Gewichte;; = 0.

In diesem Graphen wird durch Losen eines linearen gangmathProgramms ein zulassiger Weg
gesucht, der jede Stadt besucht. Zur kompakten Darsteliatign die Mengen

EQ) = {ijeFE |i,jeQ}, (5.33)
nQ,R)t = {ijeFE|i€Q, jeD,\ R}, (5.34)
n(Q,R)” = {ijeE|ieD,\R, jeQ}. (5.35)

Die Meng€e(5.33) beschreibt alle Kanten, die Knoten innlérkian @ verbinden[(5.34) enthalt
diejenigen Kanten die von Knoten i@ zu Knoten, die nicht inR liegen, gehen ungd (5.35) die
entgegengesetzter Richtung.

Damit kann ein lineares ganzzahliges Optimierungsproblem

min Z WijCij (5.36)

ijeR
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unter den Nebenbedingungen

Z Wij = 0, (537)
sz‘j = TLC+1, (538)
ijEE

Yoo wy = > wy, VIES keN, (5.39)
ijent ({1}.8¢) ijen=({1}.8x)

> wy < -1, vQ=Jsi ITcN, (5.40)

ijeEE(Q) kel
wy; € {0,1}, Vij€E, (5.41)

formuliert werden. Dieses Optimierungsproblem stellt @symmetrisches Gruppen-Handlungs-
reisendenproblerdar, dessen Losung eine Naherung der gesuchten Runliegse

Gleichung (5.37) versichert, dass keine Verbindungencdveis Knoteni, j € Si, die zu einer
Stadt gehoren, in der Rundreise vorhanden sind. Sind @edagungen erfillt, bilden die ver-
bleibenden Kanten einen.-partiten Graphen, aus dem fir eine Rundreise genad 1 Kanten
ausgewahlt werden mussen (Mgl._(5]38)). Die Verkniigfuon eingehenden und ausgehenden
Kanten innerhalb der Stadte bedingen die Gleichupge®]5\it den bisherigen Gleichungen ist
der Ubergang innerhalb der Stadte gesichert, und es muss ebrdwch Gleichun§ (5.40) und
die Ganzzahligkeitsforderug (5.%#1) eine Rundreise ddrelStadte, d. h. durch die Meng&p
gefordert werden. Gleichurig (5.40) bedeutet, dass zwiskm®ten jeder echten Teilmenge von
|| Stadten maximdl/| — 1 Verbindungen vorhanden sein durfen.

Vergleich Zustandsdiskretisierung und Branch-and-Bound

Das im letzten Abschnitt beschriebene Rundreiseproblechmin mit einem Branch-and-Bound-

Verfahren gelost. Zur Traversion des Baums wird eine Tiefiehe verwendet und jeweils die

nachste relaxierte Variable verzweigt. Zur Berechnunig@etimalsteuerungsprobleme an den
Knoten im Baum wurde als Startwert fur ein Homotopievertgidie Losung des dariberliegenden
Problems genutzt.

Abbildung[5.19(d) auf der nachsten Seite zeigt die AnzahMriablen und Nebenbedingungen
bei der Losung des Problems mit einem Branch-and-BoumthMeen. Es ist deutlich zu erken-
nen, dass die Anzahl der binaren Variablen im Vergleichdait kontinuierlichen verhaltnismalig
gering ist, jedoch mit steigender Anzahl von Stadten siidmanwachst. Die Anzahl der konti-
nuierlichen Variablen spiegelt die Komplexitat der einesm Optimalsteuerungsprobleme an den
Knoten des Baums wider, die der binaren Variablen die Batffgund damit die Anzahl der zu
[6senden Probleme, bis der Baum durchsucht ist. Beidebstanit steigender Anzahl der Stadte.

Bei einem Ansatz Uber Zustandsdiskretisierung ist diealshder kontinuierlichen Variablen und
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(a) Variablen und Nebenbedingungen bei B&B (b) Variablen des linearen Programms

Abbildung 5.19: Problemdimension bei Branch-and-Bound Zuastandsdiskretisierung

Nebenbedingungen unabhangig von der Anzahl der zu besdehestadte, da immer nur einpha-
sige Stadt zu Stad Verbindungen berechnet werden misearmmkKeine neue Stadt hinzu, mussen
auch nur die Verbindungen von den bisherigen Stadten zediend wieder zuriick berechnet
werden. Alle anderen konnen wieder verwendet werden. Bigsren ist die Bahn zwischen zwei

Stadten in der vorliegenden Formulierung nur abhangigader relativen Lage der Stadte zuein-
ander, nicht aber von deren absoluter Position, wesweggngbgebenenfalls Einsparungen im
Rechenaufwand moglich sind. Zudem konnte die SymmeaieBdhnen, die sich durch die glei-

che maximale Beschleunigung und Verzogerung ergibt, tzemerden um den Rechenaufwand
weiter zu senken. All dies wurde hier nicht berticksichtsgindern jede mogliche Trajektorie ein-
zeln berechnet. Lediglich wurde jeweils eine Nachbarktajée als Startschatzung einer neuen
Berechnung verwendet, um die automatische Berechnungeleicte robuster zu gestalten. Ab-

bildung[5.19(H) zeigt die Anzahl der binaren Variablen lilesaren Problems. Diese wéachst mit
Anzahl der Stadte. Auf die Darstellung der Anzahl der Ndeglingungen wurde verzichtet, da
diese bei einem Branch-and-Cut Algorithmus dynamisch ist.

In Abbildung[5.2D sind die Gesamtrechenzei- 5000 . , , . ]

ten beider Ansatze im Vergleich abgebildet. Es 15000 | ---- - - - g
wird deutlich, dass sich bei geringer ganzzah- 14000
liger Komplexitat der Aufwand der Diskreti- 15)228 I
sierung nicht rechtfertigen lasst. Bei steigen- =00
der diskreter Komplexitat und damit auch stei- iggg [
gender Komplexitat der kontinuierlichen Pro- 5000 -
bleme bei dem Branch-and-Bound-Verfahren 0
ist der Ansatz mit Zustandsdiskretisierung per-
formanter. Hier darf aber nicht vergessen weabbildung 5.20: Rechenzeitvergleich  bei
den, dass es sich im einen Fall um eine exaBranch-and-Bound und Zustandsdiskretisierung
tere Losung des kontinuierlichen und diskre-

ten Teils handelt, im anderen Fall nur um eine grobere Nidge Es ist auch unklar, ob bei zu
schlechter Diskretisierung Uberhaupt die richtige Kamalion diskreter Werte gefunden werden
kann. Hier kann ein Vergleich der Approximation durch Zuasisdiskretisierung mit der kontinu-

ierlichen Losung zu vorgegebener Reihenfolge Aufschdlasgber geben, ob eine Verfeinerung der

2 3 1 5 6 7
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Abbildung 5.21: Losungskurven des Branch-and-BoundaV#en und des Ansatzes uber Zu-
standsdiskretisierung im Vergleich; Zustandsdiskretisig —), Branch-and-Bound-Verfahren

(=-)

Diskretisierung mit komplett neuer Suche tiber dem digkr&ereich sinnvoll erscheint oder nicht.
Ein Vergleich von Losungen beider Verfahren anhand eiregsgiels ist in Abbildun 5.21(g) zu
sehen, die dazugehodrigen Geschwindigkeiten und Stegenuim Abbildund 5.21(b) und Abbil-
dund’5.21(d). Die mit dem Branch-and-Bound-Verfahren miaiten Kosten sind dabei um 7,59%
niedriger als die durch Zustandsdiskretisierung optitaigrwas eine akzeptable Naherung dar-
stellt. Insbesondere reicht die Naherung aus, um dielgeiReihenfolge der Stadte zu ermitteln.

Kooperatives Team von Handlungsreisenden

Das Problem des motorisierten Handlungsreisenden ligshech erweitern, in dem weiterere
Handlungsreisende hinzugenommen werden. Nun stellt sichetnen die Frage, wie die Hand-
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lungsreisenden die Stadte untereinander aufteilenrsaien anderen, in welcher Reihenfolge ein
jeder die ihm zugeteilten Stadte besuchen soll.

Das Problem wurde bereits in_(Glo00) fur zwei Handlungssede und sechs Stadte untersucht.
Die Fahrzeuge werden, wie[ln_ Abschniff 513.2 modelliere Betrage der Beschleunigungen und
Geschwindigkeiten beider Fahrzeuge sind durch

wlitud, <7 vk 40l <10 j=111

beschrankt. Als Zielfunktional wurde die Endzeit verwetndamit ergeben sich keine eindeutigen
Losungen, da diese durch den langsameren der beiden Hgsdhisenden festgelegt ist. Wie der
schnellere die Zeitdifferenz bis zur Ankunft des langsanaiberbrickt, ist offen. Eindeutigkeit
kann hier durch weitere Kriterien, wie Energieminimalgéreicht werden.

Da die nun zu besuchenden Stadte auf zwei Handlungsreisarigeteilt werden, wird fur jede
Stadt eine weitere binare Variable eingefuhrt, die dragtet, welcher der beiden Handlungsrei-
senden die jeweilige Stadt besucht.

t; . t; .
Gb; ( zralt) ) +(1—Gy,) ( it ) ~Cq,, =0, i=1,...,n,.

xra(t;) xrr2(t)

Bei sechs Stadten besitzt das ProbEii+4!4-3!+2!+1!) = 306 mogliche Losungen. Darin sind
auch jene inbegriffen, bei denen eines der beiden Fahrzalegg8tadte besucht. Diese Losungen
sind zwar nicht optimal, werden aber dennoch erlaubt. Abinigl5.2P zeigt die optimale Vertei-
lung und Abfolge der Stadte, sowie die Quadratsummen dscl@gndigkeiten und Beschleuni-
gungen beider Fahrzeuge. Ein Vergleich von Berechnungeanterschiedlichen Suchstrategien
ist in[Tabelle 5.10 aufgelistet. Die kleinste Schrankeatetie liefert am schnellsten die optimale
Losung, die Anzahl der untersuchten Knoten unterscheaidatnur wenig von der Breiten- und
Tiefensuche. Weitere Ergebnisse konnen.in (Glo00) gefarverden.

Tabelle 5.10: Teamerweiterung des motorisierten Handliggendenproblem mit verschiedenen
Suchtrategien berechnet

Strategie Untersuchte Knoten Ungeloste Teilprobleme ebdar Reise
Breitensuche 147 9 67.394
Tiefensuche 145 10 67.394

Kleinste Schranken 138 9 67.394
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Abbildung 5.22: Losung fur ein Team von kooperierendemansierten Hundlungsreisenden; Rei-
sender 1—), Reisender 2—= =)
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Kapitel 6
Zusammenfassung

Anhand relevanter exemplarischer Problemstellungen evande allgemeine mathematische For-
mulierung fur gemischt diskret-kontinuierliche Optirst@uerungsprobleme hergeleitet. Basierend
auf dieser Formulierung, wurden wichtige Problemklassdimdabrt, die fur die Entwicklung spezi-
eller Verfahren sinnvoll erscheinen. Die Problemklasset auf oberster Ebene geschaltete Syste-
me, die sich in intern und extern geschaltete Systeme weitergliedern, und allgemeine hybride
Systeme, die entsprechend der Aufgabenstellung, ahwiehin der kombinatorischen Optimie-
rung, in weiteren Unterklassen, wie z.B. den Rundreise¥ dBeschinenbelegungsproblemen,
spezifiziert werden. Die darin enthaltenen Spezialfatiedr quadratischer und zeitdiskreter Pro-
bleme wurden gesondert behandelt.

Die Untersuchung der notwendigen Bedingungen bietet zumaeneMoglichkeiten der a poste-

riori Validierung, zum anderen liefert sie Hinweise zur rermmach sinnvollen Formulierung und

Entwicklung von Losungsverfahren. So kann das Maximunzgpiauch auf Steuerungen mit dis-
kretem Wertebereich angewandt werden, womit diese in Slb&lken durch kontinuierliche Steue-

rungen ersetzt werden konnen. Die Hamilton-Jacobi-Bati&leichung dient hingegen als Basis
fur den in dieser Arbeit untersuchten Dekompositionsemsa

Die strikte Anwendung des Konzepts der hybriden AutomatérnSteuerungen und Kosten lie-
fert eine geschlossene Herangehensweise zur Modelligbisilgin zur gemischt binar-kontinuier-
lichen Problemformulierung unter Einbeziehung von Me#oder kombinatorischen Optimie-
rung.

Zur Losung der gemischt binar-kontinuierlichen Probéewurde eine Variante der Branch-and-
Bound-Verfahren und ein neuer Dekompositionsansatz gotdagen. Das Branch-and-Bound-
Verfahren stellt eine Losungsmoglichkeit dar, die aufeeVielzahl von Problemen angewandt
werden kann, wahrend das Dekompositionsverfahren bessiei Rundreiseproblemen mit we-
nigen stetigen Zustandsvariablen seine Vorzige zeigt.

Das Branch-and-Bound-Verfahren wurde fiir verschiedanbtige Problemstellungen eingesetzt.
Erstmalig wurde ein Schedulingproblem fiir den Landeanfleigchiedener Verkehrsflugzeuge
modelliert und berechnet, wobei die Reihenfolge und diedearajektorien unter Beriuicksichti-
gung einer, fur die zivile Luftfahrt gebrauchlichen Adgmamik numerisch geldst wurden. Das
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Problem der Landereihenfolge zeichnet sich durch einenenadein diskreten, aber komplexen
kontinuierlichen Teil aus, was dazu fuhrt, dass aufgruesl ibhen Rechenzeitbedarfs momentan
nur eine kleine Anzahl von Flugzeugen betrachtet werden kKamdem erschweren lokale Minima
eine automatische Losung des Problems.

Eine weitere interessante Problemstellung, die in diesbeifdiskutiert wurde, ist der Roboter-
fuBball. Hier wurden verschiedene Spielsituationen uoihnt, die eine Abhangigkeit der Spiel-
strategie von den dynamischen Bewegungseigenschafteslreen Spieler zeigen. Echtzeitlosun-
gen eines kompletten Spiels sind bis dato noch nicht miagéiber offline Betrachtungen zur Pla-
nung einzelner Spielziige sind realistisch.

Beide vorgeschlagenen Verfahren wurden anhand des Prsldesnmotorisierten Handlungsrei-
senden verglichen. Hier zeigte der Dekompositionsansaiadg fur eine groRere Anzahl von
Stadten, die besucht werden sollen, seine Starken. DadrBigeproblem besitzt eine hohe kombi-
natorische Komplexitat, in der hier untersuchten Vaeggatoch einen einfachen kontinuierlichen
Anteil. Hier ist die kombinatorische Komplexitat der bbsinkende Faktor fir Probleme mit einer
grolReren Anzahl von Stadten.

Bei den Untersuchungen zu dieser Arbeit hat sich gezeigs die2 Erzeugung von Berechnungs-
modellen aufwendig und fehleranfallig ist. Hier konnezegynete Benutzerschnittstellen zur Er-
zeugung der hybriden Automaten zur Verfiigung gestellterer Anschlie3end bietet sich die Be-
nutzung von Werkzeugen der Automatentheorie an, um die Mone verifizieren. Die logischen
Zusammenhange der einzelnen Systemzustande konnemniteginer geeigneten Modellierungs-
sprache beschrieben werden. AnschlieRend kann das geBembtem automatisch in Quellcode
Ubersetzt werden.

Zur Weiterentwicklung von numerischen Verfahren ist esveoidig die Konvexitatstheorie fur Op-
timalsteuerungsprobleme weiter voranzutreiben, damligk Optimierungsverfahren z. B. inner-
halb des vorgeschlagenen Branch-and-Bound-Verfahrerdesdekompositionsansatzes einge-
setzt werden konnen. Fur den Dekompositionsansatz lsieteeine lineare Interpolation des dis-
kretisierten Problems an, womit ein lineares gemischt ganmes Optimierungsproblem zur Be-
rechnung einer Naherung entsteht. Der Vergleich einsubg dieses Problems mit einer Losung
zu vorgegebenen diskreten Variablen, kann Aufschlussdibésenauigkeit geben und zur Verfei-
nerung der Diskretisierung bzw. als Abbruchkriterium gehwerden. Hier kann auch eine engere
Verknupfung der Verfahren zur Losung der gemischt gamzzen Probleme mit denen zur Losung
von Optimalsteuerungsproblemen in Betracht gezogen werde

Fur die Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungsgoitaen sind weitere Unersuchungen zur
automatischen Erzeugung geeigneter Starttrajektoriamvail, da gute Startwerte entscheidend
fur das schnelle und robuste Auffinden von Losungen sirgltéf/ware es interessant zu untersu-
chen, ob Diskretisierungen existieren, die bei Verfeingrder Diskretisierung wachsende untere
Schranken fur die Kosten eines Optimalsteuerungsprabliefern.
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Anhang A

Hilfsmittel

A.1 Mathematische Grundlagen

Relationen und Rechenregeln
Die drei grundlegenden logischen Operatoren sind

Konjunktion ,AundB* AA B,
Disjunktion ,AoderB* AV B,
Negation ,nichtA°  A.

Mit ihnen kdnnen weitere Operatoren, wie

Implikation ,ausA folgt B* A— B=AVDB,
Aquivalenz ,A genau dann, wenp" A« B=(AANB)V(AAB),
Antivalenz , A und nichtB oderB und nichtA° A ® B = (AAB) V (A A B),

zusammengesetzt werden. Fur Konjunktion und DisjunkgieitenAssoziativund Kommutativ-
gesetz Das Distributivgesetz gilt mit der Konjunktion alslal’ und der Disjunktion alsPlus®.
Weiter gelten die Regeln vdbeMorgan

ANB
AV B

NN
<l

(A.1)

Konvexitat

Definition 10 (Konvexe Menge)
Eine MengeC € IR" heildstkonvexe Mengdalls fur beliebige Paare,y € C auch die Verbin-
dungsgeradéz | z = (1 — X\)z + Ay, A € [0,1]} in C enthalten ist.

Bemerkund.6.
Die Schnittmenge zweier konvexer Mengen ist konvex.
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Definition 11 (Epigraph)
Gegeben sei eine Funktigh: C — IR, C € IR". Die Menge{(z,y) |z € C, y > f(z)} heil3t
Epigraphvon f.

Definition 12 (Konvexe Funktion)
Eine Funktionf : C — IR, C € IR" heiBtkonvexe Funktignfalls ihr Epigraph eine konvexe
Menge dedR"™ ! ist.

BemerkundL7.
Die Niveaumengeiner konvexen Funktion ist konvex.

Graphentheorie

Graphen konnen als geeignete Mittel zur Darstellung untetdochung von Problemstrukturen
und diskreten Ablaufen verwendet werden. Damit bilderdgeGrundlage fur die Untersuchung
von Automaten und Netzen. Einen gutgberblick und weitere Informationen zur Graphentheo-
rie kann z.B. in{(Died0) oder in Buchern zur kombinatoreseclOptimierung wie z. B. (Sch03)
gefunden werden.

Definition 13 (Graph)

Ein Graph ist ein geordnetes Paar zweier Men@en (V, E'). Die Mengel” beinhaltet die Ecken
oder Knoten des Graphen und die Merge_ (V' x V') die Kanten. Die Eckene V undj € V
konnen mit einer Kanté € E verbunden sein.

Haufig werden Graphen auch als Trip€l F, «)) beschrieben, mit
der Inzidenzfunktion) : £ — V x V , die den Kanten Knoten
zuordnet. Definitio 113 verwendet hierfurr eine Abkiirzuhgch
die Beschreibung der Kante tber ihre Knoten.

) Ein Graph heil3schlicht falls erungerichtetist und keineMehr-
fachkanterbesitzt. Ungerichtet meint dabei im Gegensatgyeu
richtet, dass den Kanten keine Richtung zugeordnet ist, also ent-
lang einer Kante von einem zum anderen Knoten gegangenwerde
kann und wieder zuriick. Bei gerichteten Kanten konnenetfeim
enthalten sein und auch Knoten, die nie erreicht werdenGEaph

Abbildung A.1: Beispiel ei- Mit Mehrfachkanten bzw. mehreren Kanten zwischen zwei &mot

nes Graphen wird auchMultigraph genannt. In Hypergraphen konnen mehrere

Knoten mit einer Kante verbunden werden, diese werden ader h

nicht benotigt.

Ein Graph heiRzusammerdmgend falls es zu je zwei Knotem,; und e; einen Weg zwischen
ihnen entlang der Kanten gibt. Graphen kdnnen auch in reglien zerlegt werden. Ein Teilgraph
ist dabei ein Grapli:’ = (V/, E') mit V' € V und £’ € E. Zwei TeilgrapherG’ und G” heiRen
disjunktfalls V' N V” =  und E' N E” = (). Einetrennende Kantenmengeilt einen Graphen
in disjunkte Teilgraphen. Die Menge der Kanten zwischejudigen Teilgraphen heil3t trennende
Kantenmenge. Zwei wichtige trennende Kantenmengen sihdie und speziell Brucken.
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Definition 14 (Schnitt)
Ein Schnitt ist eine trennende Kantenmenge, die keine wiegenende Kantenmenge enthalt.

Definition 15 (Briicke)
Ein Schnitt der nur eine Kante enthalt heil3t Briicke.

Falls sich aus den Ecken des Graphen zwei disjunkte Tehgrapilden lassen, so dass keine
Verbindungen zwischen den Knoten innerhalb jeder Teilreemghanden sind, so heilti@partit.
Sind alle moglichen Verbindungen zwischen Knoten diesgddn Teilmengen i/, so heil3t er
vollstandig bipartit. Bek derartigen Teilmengen wird varrpartitenGraphen gesprochen.

Definition 16 (Weg).

Es seiG = (V, E) ein Graph. Ein Teilgrapl’ = (V', E') C G = (V, E) mit nichtleerer Menge
V' = {io,41,...,1,} paarweise verschiedener Knoten und Kank8n= {igiy, i17s,...,%_1,0n}
heil3t Weg. Oft werden Wege kurz durch die Folge ihrer Knoteschrieber?’ = igiqis . . . iy,.

Definition 17 (Kreis).
Es seiG’ = ipiyis . . . 0,1 €in Weg. WirdG’ um die Kante,, i, zu einem GrapheR = (V’, E'U
in_110) erweitert, so wirdk wird Kreis genannt.

Definition 18 (Hamiltonkreis)
Ein Kreis der alle Ecken eines Graphen enthalt, heil3t Hankteis. Graphen, die einen Hamil-
tonkreis enthalten heif3en hamiltonsch.

Komplexitat

Definition 19 (P).
P bezeichnet die Menge aller Probleme, die ein determicistisAlgorithmus in Polynomialzeit
|Ost.

Definition 20 (NVP).
NP bezeichnet die Menge aller Probleme, die ein nichtdetestischer Algorithmus in Polyno-
mialzeit l0st.

Bemerkund.8.
Es gilt dassP ¢ NP, ob allerdings Gleichheit gilt, ist bisher nicht bewiesen.

Bemerkund. 9.
Weiter ist zu bemerken, dass es auch weitere Problemklagsghalb von\V'P gibt (z.B. Proble-
me, die exponentielle Zeit benotigen).

Definition 21 (NP-hart).
Eine ProblemP heiBtNP-hart, wenn jedes Problem ix{’P darauf reduziert werden kann.

Definition 22 (N P-vollstandig)
Eine ProblemP heiRt\P-vollstandig, fallsP? € NP und P N'P-hart ist.
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Definition 23 (PSPACE)

PSPACE bezeichnet die Klasse der allgemeinen Entschesguoigjeme, die von einer Turing-
Maschine mit polynomialem Speicherplatzbedarf in unberper Zeit |l6sbar sind. Diese Definiti-
on ist unabhangig davon, ob die Turing-Maschine detestiguh ist oder nicht.

Variationsrechnung

Zum besseren Verstandnis der Bedingungerfaus Abschigi#.Seitd 2I7 wird an dieser Stelle
kurz auf deren Herleitung eingegangen.

Grundlagen

Betrachtet wird die Aufgabe, ein Zielfunktiondl: X — IR zu minimieren, wobei die Elemente
x € X C H aus einer Teilmeng¥ einesHilbertraumsH stammen. Die Elemente, die auch
Variablen genannt werden, sind selbst Funktiomerjty, ¢ ;] — IR"*, die von einem unabhangigen
Parameter abhangen. Hier wird als unabhangiger Paradietgeitt verwendet.

Wird nun angenommen, dag$ € X die gesuchte Losung der Minimierungsaufgabe ist, und eine
Schar von Vergleichsfunktiongf(t, ¢) € X, V e € IR in Abhangigkeit de&/ariationsparameters

e mit £(¢,0) = x* gegeben ist, dann besitzt auch die Funktitfa) := J[£(t, €)] ein Minimum im
Punkte = 0. Damit F'(¢) ein Minimum ine = 0 besitzen kann, muss

F.(0) = Jg[z" ()] &(,0) = 0 (A-2)
gelten.

Definition 24 (n-te Variation)
Sei eine Funktionenschéft, ¢) mit {(t,0) = x(t) gegeben, die-mal nache differenzierbar ist,

so heil’t

n 0"E(te)
O = Den

n

e=0
die n-te Variationvon z(t).

BemerkungO.
Wird (¢, €) ume = 0 in ein Taylorreihe

€ 2 € n € n
§te) = €100+ 52| e g T @4 TGRS et
= z(t)+ox+ x4+ +"r+ ...

entwickelt und nach dem 2. Term abgebrochen, so ergebessidielle Vergleichsfunktionenz
entspricht hier den aus der Mechanik bekanwnielellen Verickungen
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Bemerkun@ 1l
Vertauschbarkeit vof-Prozess und Differentiation
0 e 0E(t, €) 0 0E(t,€) ..
7% = 5 ( De 606) ~ Oe ( o )|,
Bemerkung@2.

Seienz, = z(t,) sowiet, selbst frei und wird als Vergleichsfunktigrd(t, ¢), ¢) gewahlt, so gilt

90, ), €) 9¢(ta, €)

Oe T T 0

Oe

O&(ta,€) 00(t, €)
ot Oe

oz, = e = 0x(ty) + x(t,)dt,

e=0

e=0 e=0

Herleitung der Bedingungen 1. Ordnung

Im Folgenden wird angenommen, dass das zu minimierendii@lieional die Form

Tz to, ..., t;] = o(z(to), to) +Z ((I)Z(:c(ti),tl) + / L(m(t),:b(t),t)dt)

ti—1

mit freien Zeitpunktent; besitzt. Um notwendige Bedingungen fur ein Minimum zu ipesten
soll zunachst nur ein Intervdl;, ¢; 1] betrachtet werden. Der Lesbarkeit wegen wijrahit ¢, und
t;+1 mMit ¢, bezeichnet. Fur die Minimierung von

ty

Tz, te, ] = D(2(ty), 1) +/L(w(t),:b(t),t)dt

ta

werden
ty+0ty
J[x+dx, t,+ 5ty ty+ 0ty = D(a(ty, 0ty) + 0 (ty), tp + 0tp) + / L(x(t)+dx, z(t)+ oz, t)dt
tq+0tq
0J = Jy, 0ty + Jy, 0ty + Jpdx + Jipdx = 0. (A.3)

Fir die Variation der Anfangszeit und des Anfangszustamgibt sich

Ji, 0ty = —L(x(ta), @(ta),ts)ta, (A.4)
Jw(ta)&v(ta) = 0, (A.5)

fur die der Endzeit und des Endzustands

thétb = ((I)tb (w(tb)v tb) + q)m(tb)<w<tb)7 tb)w<tb> + L<w<tb)7 :b<tb>7 tb)) 5tb7 (A6)
Jx@,)0x(ty) = P, ((ty), ty)ox(ts) (A.7)
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und fur die des Zustands im Intervallinneren

ty

Jréxr = /Lw(w(t),:'c(t),t)éwdt, (A.8)

la

ty

Jobd — / Ly ((t), &(t), £)5¢ i

= Lg(®(l), z(ts), tn)0x(ty) — Lg(2(la), &(la), ta) 02 (ta) —

ty

d |
/ © (La(a(). #(1),1)) 6o d1. (A.9)

ta

Da nun die Variationen im Rahmen der Zulassigkeit belieinid unabhangig voneinander gewahlt
werden konnen, ist es moglich aus Gleichling (A.3) auf deherigen Seite durch Nullsetzen
bestimmter Variationen ein System von Gleichungen zu gesvin

Aus[(A8) und (A.9) ergibt sich fur Variationene

ty

/ (Lm(:c(t),:ic(t),t) - % (L:b(:c(t),:ic(t),t))) sz dt = 0.

ta

Da auch Variationen mit lokalem Trager zulassig sind,rkgefolgert werden, dass der Integrand
selbst gleich Null sein muss. Damit ergeben sich die wohhbhaten Euler-Lagrange-Gleichungen

: d .
La(@(t) & (1), 1) = (Lp(@(t), &(t).1)) = 0. (A.10)
Unter Verwendung von Bemerkufigl22 auf der vorherigen Seltg fur Variationenyx,, und dt,
aus den Gleichungén (A]4), (Al5) auf der vorherigen Seit{{#n9]

(_Li(w(ta)vd"(ta)ata))éwa =0 (All)
(—L(z(ta), &(ta)  ta) + Lg(®(ta), &(ta), ta)(ta)) 6ta = 0 (A.12)

und fUr Variationenbx; unddt;, aus den Gleichungén (A]6), (Al7) uhd (A.9)

(Pae) (®(t) 1) + L (®(t), (1), 1)) oz = 0 (A13)
((I)tb (m(tb), tb) + L(w(tb), @(tb), tb) — Lz (m(tb), d)(tb), tb)d,‘(tb)) 5tb = 0 (A14)

Bisher wurde der Tern®, noch nicht beriicksichtigt. Wird er hinzugefugt, ergilthsfir den
Anfangspunkt, = t,

(®o @to) = Lai) |,y 0T0 = 0 (A.15)
(@04 — L+ Lg)|,_, 0t = 0 (A.16)
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und fur die Endzeit, = t;

(Pne 20 + L) |,y 0T, = 0 (A.17)
(®n. o, + L — Lg)|,_, 6ty = 0. (A.18)

t=ty
Fur einen inneren Punkt muss noch beriicksichtigt werden, dass sowohl eiignal ¢ als auch
einmalt, = ¢; auftritt und an dieser Stellec, = oz, = dz; gilt, womit sich au§ (A.11) bis (A.1H)
auf der vorherigen Seite

(s awolit+ Lalss = Lalyy ) 25 = 0 (A19)

(@ tlecs, + (L= Lol — (L = Lai)l,- ) 0t = O, (A.20)
ergibt. Diese Gleichungen kdnnen nur erfullt werderisfalt) an der Stelle; unstetig sein darf.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen (A:10) auf der vorheri§eite bilden zusammen mit den Trans-
versalitatsbedingung€n (A.15) Ihis (A.R0) ein MehrpuR&indwertproblem, wobei sich die Rand-
werte zusammen mit den gegebenen Randbedingungen ausathswdnsalitatsbedingungen erge-
ben.

Die Gleichungef (A.19) und (A.20) miissen ebenfalls arl&te) gelten, an denem(t) eine Ecke
aufweist, also nicht stetig differenzierbar ist. In diesgmeziellen Fall taucht der Terfinnicht auf
und da sowohi; als auche(%;) frei sind, ergeben sich die Gleichungen

Lit‘t:ti_ = La’c‘t:tj (A.21)
(L - L:isz)|t=ti— = (L - Ldzd’)‘tztl‘f ) (A.22)

die Weierstral3-Erdmann-Eckbedingungen genannt werden.

A.2 Software

In diesem Abschnitt werden die Softwarepakete beschrigbenn dieser Arbeit verwendet wur-
den. Fur die Losung gemischt diskret-kontinuierlich@ti@alsteuerungsprobleme wurde beglei-
tend das Programm MINOCS (mixed integer nonlinear optiraatrol problem solver) entwickelt.
Dieses verwendet zur Losung von Teilproblemen der nioddlien Optimierung SNOPT. Fur die
Losung der kombinatorischen Optimierungsprobleme, dielbm Dekompositionsansatz entste-
hen, wurde das Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren SY®IRM verwendet.

MINOCS

MINOCS ist eine C++ Implementierung eines Branch-and-BbWerfahrens, das an den Kno-
ten des Suchbaums kontinuierliche Optimalsteuerungsgrabdurch direkte Kollokation lost. Es
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wurde begleitend zu dieser Arbeit entwickelt und beinhalte in[Abschnitt 211 auf Seife b4 be-

schriebenen Diskretisierungen. Die Losung, die mit etheser Diskretisierungen berechnet wur-
de, kann als Startwert fur eine Optimierung mit andereki@ssierung wieder verwendet werden.
Des Weiteren bietet es Moglichkeiten der automatischete@erfeinerung, automatischer Ska-
lierung, sowie der Benutzung des Homotopieverfahrens $1¢&olver independent continuation

method).

Die Beschreibung der Struktur des gemischt diskret-kaigichen Optimalsteuerungsproblems
ist XML-basiert. Dabei muss jede mogliche Phase mit ihranidablen und Nebenbedingungen
nur einmal angegeben werden. Die Abfolge der Phasen wirdha@mgig davon angegeben. Die
Verwendung von speziellen XML-Editoren erleichtert dadieiProblembeschreibung maf3geblich.

Fur die Implementierung der Nebenbedingungen steht demutBer eine C++ Schnittstelle zur
Verfugung. Hier kann auch die Struktur der Jacobimatowie die Jacobimatrix selbst, angegeben
werden.

Die Ergebnisse werden in Dateien ausgegeben und fur Grayfloereitet.

SNOPT

Fur die Berechnung der nichtlinearen Optimierungsproleledie durch die direkte Kollokation
entstehen, kommt SNOPT_(GM$97) zur Anwendung. Hierbei élired sich um ein vielseitig
einsetzbares Programmpaket zur Optimierung nichtlimerebleme mit vielen Variablen und
Nebenbedingungen. Dabei wird die volle Struktur der duaseltzten Jacobimatrix ausgenutzt.
SNOPT berechnet lokale Losungen, wobei es robust gegenilthstetigkeiten in den Gradien-
ten der Funktionen ist, solange diese nicht zu nahe bei denalen Losung liegen. Es ist dem
Benutzer freigestellt, Ableitungen selbst bereitzustelbder diese durch finite Differenzen von
SNOPT approximieren zu lasssen. Falls der Benutzer dieitdhigen selbst bereitstellt, besteht
die Moglichkeit, diese von SNOPT mittels der finiten Difezenapproximation auf Richtigkeit
Uberprufen zu lassen.

SNOPT verwendet einen SQP-Algorithmus (sequentielle iisdhe Programmierung), wie er
in[Abschniff 2. TP auf Seife 63 beschrieben ist. Dabei isDBN besonders effizient, falls die An-
zahl der aktiven Nebenbedingungen nahezu so grof3 wie diahAder Variablen ist. Da SNOPT

verhaltnismaRig wenig Funktionsauswertungen zum Adémeiner Losung benotigt, ist es be-
sonders geeignet fur rechenintensive Probleme.

Da SNOPT in FORTRAN implementiert ist, wurde eine C++ Sdistelle geschaffen, die die An-
bindung an MINOCS erlaubt. Um dem Benutzer eine einhegl8bhnittstelle fur die Verwendung
von MINOCS und SNOPT zu ermaoglichen, wurde auch die Eingk#od®’arameter von SNOPT in
XML realisiert.
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SYMPHONY

SYMPHONY (Ral04) stellt einen in C implementierten Rahman\erfigung, um benutzerspezi-
fische Branch-and-Cut-and-Price-Verfahren (Lgl_AbsEANB.2 auf SeitE81) zu implementieren.
Dabei lassen sich tiber das OSI (open solver interfacegri@®ptimierer anbinden. SYMPHONY
ist Thread-sicher, was mehrere parallele Berechnunigsiéaerhalb eines Programms ermoglicht.
Zu dembesteht die Moglichkeit der Parallelisierung.
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