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Kurzbeschreibung

Industrieroboter haben sich bereits erfolgreich in vielen Bereichen der Produktion bewahrt. Seit einiger
Zeit wird ihr Einsatz fiir Zerspanungsaufgaben wie dem Frasen von Bauteilen immer interessanter. Ro-
boter bieten aufgrund ihrer relativ niedrigen Anschaffungskosten, ihrem grof3en Arbeitsraum und ihrer
universellen Verwendbarkeit einige Vorteile im Vergleich zu den iiblicherweise eingesetzten Werkzeug-
maschinen. Allerdings ist es momentan noch nicht méglich harte Werkstoffe mit derselben Genauigkeit
bearbeiten zu lassen. Beim Frésen entstehen sehr hohe externe Prozesskrifte, die eine Riickwirkung
auf die Roboterstruktur ausiiben. Der Roboter, der sich teilweise elastisch verhalt, was sich vor allem
in seinen Gelenken bemerkbar macht, weicht unter dem Einfluss dieser Krifte von seiner vorgegebenen
Sollbahn ab. Dies fiihrt bei der Bearbeitung des Bauteils zu Ungenauigkeiten. Ziel dieser Arbeit ist es, die
Pfadabweichung zu minimieren. Dabei soll ein allgemein giiltiger Ansatz entwickelt werden, der unab-
héngig vom verwendeten Robotertyp und den verwendeten Prozessparametern ist und keine zusatzliche
Ausstattung benotigt. Die Optimale Steuerung ist ein geeignetes Werkzeug um diese Problemstellung zu
bearbeiten. Somit ist das verwendete Robotermodell flexibel austauschbar und beliebige Pfadvorgaben
werden ermoglicht. Weitere Nebenbedingungen und Sytembeschrankungen konnen einfach hinzuge-
fligt werden. Damit bleibt der Ansatz fiir eine Vielzahl an Szenarien mit unterschiedlichen Roboterty-
pen, Werkzeugparametern und Werkstoffeigenschaften einsetzbar. Aufgrund der Fortschritte im Bereich
der Optimierung und dank moderner numerischer Losungsalgorithmen sind Optimalsteuerungsprobleme
heute auf herkdommlichen Computern effizient berechenbar.

Abstract

Nowadays industrial robots are successfully being used in many domains of manufacturing and produc-
tion. Recently their utilization for cutting applications like the milling of parts gets more and more into
the focus of scientists and engineers. Robots have several essential advantages in comparison to common
machinery tools. Their aquisition costs are low, they have a very large work space and can also be used
for various other tasks. However robots are currently not able to mill hard materials with competitive
accuracy. High external forces emerge during the milling process and take effect on the robot structure.
Industrial robots possess a certain elastic behavior, especially their joints. This causes the robot to drift
away from the desired path. The result is the production of less accurate parts. The goal of this work
is to compensate the derivation during the path tracking in milling applications. The resulting method
should be gernerally applicable, so that it does not depend on a specific robot model or an unique set
of parameters. Additional hardware, which would prevent an universal adoption of the method, is not
allowed. Optimal Control offers a convinient tool to solve such kinds of problems. In this way the ro-
bot dynamics model can be replaced and arbitrary path can be provided. Additional constraints and
system restrictions can be added easily. So the developed approach stays adaptable for a broad range
of scenarios with differing robot types, tool parameters and materials. Because of the advances in the
field of optimization and with the help of modern numerical algorithms, Optimal Control Problems can
efficiently being solved on today’s common computer hardware.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Roboter haben die industrielle Fertigung von Produkten und Konsumgiitern maf3geblich beeinflusst. Sie
haben eine Vielzahl an verschiedenen Aufgaben iibernommen und sind aus modernen Fabriken und
Produktionsstédtten nicht mehr wegzudenken. Roboter helfen dabei Ablaufe zu automatisieren, die Qua-
litdt sowie Prazision der Fertigung zu erhohen und sie effizienter zu machen. Hauptsédchlich werden
Industrieroboter als Handhabungsgerite, z.B. zum Palettieren, Verpacken, Sortieren oder Montieren
eingesetzt, als Schweildroboter zum Lichtbogen-, Punkt- oder Laserschweilden, als Messroboter in der
Qualitatssicherung oder als Lackierroboter. Oft wird behauptet, dass diese Maschinen Arbeitsplatze
wegrationalisieren wiirden. Aber es ist vielmehr der Fall, dass Industrieroboter dabei helfen, Produk-
tionsstandorte in einem Hochlohnland wie Deutschland zu erhalten, da die Effizienzsteigerung dafiir
sorgt, konkurrenzfahig gegeniiber Niedriglohnldndern zu bleiben. Auferdem sind viele Produktions-
schritte ohne Roboter kaum noch durchfiihrbar, weil manche Aufgaben von Menschen nur ungenau oder
zu langsam ausgefiihrt werden konnen oder nicht praktikabel sind. Zusammgefasst haben Industriero-
boter folgende Vorteile:

* Umgang mit hohen Traglasten

* prazise Positionierung des angeschlossenen Werkzeugs oder der Nutzlast
hohe Arbeitsgeschwindigkeit

in gefdhrlichen Umgebungen einsetzbar

* keine Ermiidung und gleichbleibende Arbeitsqualitit

Deshalb ist es ein Bestreben, diesen universell einsetzbaren Maschinen méglichst viele Anwendungsbe-
reiche zu erschliefen. Aus diesem Hintergrund beschéftigt sich die vorliegende Masterarbeit mit Indu-
strierobotern, die zum Friasen von Bauteilen eingesetzt werden sollen. In diesem Anwendungsgebiet sind
Industrieroboter noch weitgehend ausgeschlossen. Zur zerspanenden Bearbeitung von komplexen Bau-
teilen mit hohen Genauigkeitsanforderungen sind heute Fiinf-Achs-CNC-Fréasen Stand der Technik. Die
Anschaffung solcher Werkzeugmaschinen ist jedoch meistens sehr kostspielig. Haufig ist zur Bedienung
und Wartung speziell geschultes Personal notwendig. Auferdem lassen sich diese Maschinen nur fiir ein
spezielles Fertigungverfahren einsetzen. Der Bearbeitungsraum ist sehr beschrinkt, sodass nur relativ
kleine Werkstiicke gefrdst werden konnen. Maschinen mit grofderem Volumen ziehen wiederum vielfach
hohere Kosten nach sich. Im Vergleich dazu bieten Industrieroboter ein sehr gutes Verhéltnis zwischen
Anschaffungskosten und Grofde des Arbeitsraums. Sie sind universell einsetzbar und kénnen zu einem
anderen Zeitpunkt auch weitere Aufgaben iibernehmen. Dies erhoht die betriebswirtschaftliche Flexi-
bilitat, was vor allem fiir mittelstindische Unternehmen eine Rolle spielt. Friasende Industrieroboter
konnten den Unternehmen helfen, die Fertigung von Kleinserien und Prototypen durch Drittanbieter zu
vermeiden und somit Entwicklungszyklen von Produkten zu verkiirzen. Vor Wettbewerbern mit einem
Produkt in die Marktphase einzutreten, ist heute ein entscheidender Faktor fiir den wirtschaftlichen Er-
folg vieler Firmen. Allerdings sind Industrieroboter im Vergleich zu CNC-Frédsen bei der Bearbeitung
von harten Werkstoffen wie Metallen noch zu ungenau. Trotz der starren Konstruktion dieser Roboter
besitzen sie vor allem in den Gelenken eine gewisse Elastizitdt. Bei der Bearbeitung von harten Werk-
stoffen entstehen sehr hohe externe Prozesskréfte, die eine Riickwirkung auf den Roboterarm ausiiben.
Aufgrund seiner Nachgiebigkeit weicht der Arm vom gewiinschten Pfad ab. Somit wird die Bearbei-
tung des Bauteils zu unprézise. Ziel dieser Arbeit ist es, ausgehend von einem ausreichend genauem
Roboterdynamikmodell und einer Beschreibung der auftretenden externen Fraskréfte, ein Verfahren zu
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entwickeln, das die Pfadabdrangung des Roboters kompensiert, indem die Motormomentenverlaufe an-
gepasst werden, die den Roboter auf seiner Solltrajektorie halten sollen. Die dazu notwendigen Mo-
mentenverldufe bzw. die dazugehorige kompensierende Werkzeugtrajektorie werden dabei im Voraus
iiber Methoden der Optimalen Steuerung ! berechnet. Dazu ist es notwendig, einem speziellen numeri-
schen Losungsalgorithmus eine korrekte Formulierung des mathematischen Optimalsteuerungsproblems
zu iibergeben. Das erarbeitete Verfahren soll moglichst flexibel und adaptiv gehalten werden, was eine
spitere Anderung und Anpassung der einzelnen Komponenten erméglicht. Das Roboterdynamikmodell,
die Fraskraftberechnung sowie die Pfadgenerierung sind getrennte, unabhingige Komponenten, sodass
das Problem nicht {iber eine exakte und detailreiche Modellierung des Gesamtprozesses gelost werden
kann. Vielmehr soll ein allgemeingiiltiges Verfahren auf Basis der Optimalen Steuerung gefunden wer-
den, das es ermoglicht eine unabhingige fehlerminimierende Steuerungsstrategie zu finden. Dadurch
wird gewéhrleistet, dass prinzipiell verschiedene Zerspan- und Fréasprozesse von unterschiedlichen Indu-
strierobotertypen entlang beliebiger definierbarer Trajektorien durchgefiihrt werden konnen.

Abbildung 1.1: CAD-Modell des Versuchsaufbaus des frasenden Industrieroboters

1.2 Aufbau dieser Arbeit

Im Folgenden wird die Struktur dieser Arbeit zusammengefasst.

Kapitel 2

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem aktuellen Stand der Technik und dazu verwandten Arbeiten aus
der Forschung. Es werden hierbei die drei Hauptthemengebiete ,,Optimale Steuerung®, , Pfadverfolgung
und Frasen mit Industrierobotern“ sowie , Fertigungsprozess Frasen und Methoden der Produktentwick-
lung®, die fiir diese Arbeit ausschlaggebend sind, beleuchtet.

! engl.: Optimal Control
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Kapitel 3

In Kapitel 3 werden die Grundlagen zur Dynamik und Modellierung von Systemen sowie speziell von
Industrierobotern dargestellt, welche spiter fiir die Formulierung des Optimalsteuerungsproblems be-
notigt werden. Zunéichst wird sich der Dynamik iiber die Kinematik von Standard-Manipulatorarmen
gendhert. Es werden ausgewdhlte Beispielsysteme gezeigt, die wihrend dieser Arbeit entwickelt und
untersucht wurden. Die Herleitung des Lagrange-Formalismus bietet bereits in diesem Kapitel einen
Einblick in die dynamische Optimierung und zeigt, wie diese iiber das ,,Prinzip der kleinsten Wirkung“
und der Variationsrechnung mit der Dynamik von Systemen zusammenhéngen. Des Weiteren wird kurz
die numerische Losung der entstandenen gewohnlichen Differentialgleichungen erldutert, da einige Op-
timierungsverfahren die Systemdynamik fortlaufend nach der Zeit integrieren.

Kapitel 4

Hier werden Grundlagen zur nichtlinearen kontinuierlichen Optimierung beschrieben. Zunichst wer-
den statische Optimierungsprobleme (NLP Probleme) und deren Lésungsmethoden vorgestellt. Das in
dieser Arbeit zu 16sende Problem hat jedoch die Form eines dynamischen Optimierungsproblems, nim-
lich die eines Optimalsteuerungsproblems. Einige Losungsalgorithmen (direkte Verfahren) iibersetzen
diesen Typ in ein NLP Problem, weswegen anfangs auch auf deren Losung eingegangen wird. Opti-
malsteuerungsprobleme besitzen Nebenbedingungen in Form von Differentialgleichungen. Die Struktur
eines solchen Problems wird erortert und die notwendigen mathematischen Bedingungen an seine Lo-
sung werden aufgezeigt. Die unterschiedlichen Klassen von Losungsalgorithmen werden vorgestellt und
deren Funkionsweisen skizziert.

Kapitel 5

Dieses Kapitel behandelt die Formulierung des Optimalsteuerungsproblems des zum Frisen eingesetz-
ten Industrieroboters. Die fiir den Losungsansatz verwendeten Werkzeuge werden vorgestellt und deren
Benutzung skizziert. Die einzelnen Nebenbedingungen, Restriktionen sowie das Zielkriterium werden
beschrieben und mogliche Alternativen erldutert. Die resultierenden Losungen werden anhand von Bei-
spielen dargestellt. Auch die Moglichkeit von Optimalsteuerungsproblemen mit mehreren Phasen wird
untersucht.

Kapitel 6
In diesem Kapitel werden die erarbeiteten Resultate beurteilt. Die Bewertungskriterien werden begriin-
det und auf die Losungen des Kompensationsansatzes angewendet.

Kapitel 7

Am Ende dieser Arbeit erfolgt eine kurze Zusammenfassung. Vor- und Nachteile der durchgefiihrten
Methoden werden diskutiert. Die Schwierigkeiten und Probleme, die wéhrend der Arbeit auftraten
werden verdeutlicht und daraufhin mogliche zukiinftige Verbesserungen und Erweiterungen aufgezeigt.
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2 Stand der Forschung

2.1 Optimale Steuerung

2.1.1 Historische Entwicklung

Optimalsteuerungsprobleme sind dynamische Optimierungsprobleme (Variationsprobleme), bei denen
gewohnliche Differentialgleichungen als Nebenbedingungen auftreten. Dynamische Optimierungspro-
bleme gab es bereits sehr friih in der Geschichte. Das wohl alteste ist das Problem der Dido [1], welches
ca. 825 vor Christus auftrat und mit der Griindung von Kathargo einherging. Es sollte die optimale
Form eines Landstiickes gefunden werden, das nur durch ein Seil aus Ochsenhaut und der Kiistenlinie
eingegrenzt war. Dazu musste also die Form einer begrenzten Strecke gefunden werden, die eine Fldche
mit moglichst grofem Inhalt umschliel3en sollte. Die Losung war bekanntermaf3en ein Kreis, was aber
erst im 19. Jahrhundert formell bewiesen werden konnte. Nachdem 1669 Johann Bernoulli das so ge-
nannte Brachistochroneproblem veroffentlichte, begann die Entwicklung allgemeiner Losungsmethoden
fiir Variationsprobleme solchen Typs (s. Abschnitt 4.2.1). In dieser Fragestellung rollt ein Massepunkt
entlang einer Bahn von Punkt A zu einem tiefer gelegenen Punkt B. Die optimale Bahn soll nun gefunden
werden, sodass dabei moglichst wenig Zeit vergeht.

A I

N\

Abbildung 2.1: Eine Punktmasse, die von A zu B zeitminimal hinabrollen soll

Neben vielen anderen Einfliissen geht die heutige Optimale Steuerung im Bereich der Technik vor al-
lem auf Pontryagin zuriick, der das so genannte Maximum Prinzip [2], [3] verfasste. Aufgrund von
komplizierten Systemdynamiken mit hoher Nichtlinearitdt und Dimensionalitit sowie vieler komple-
xer Nebenbedingungen sind in nahezu allen realitdtsnahen Anwendungsgebieten nur noch numerische
Losungsmethoden anwendbar. Es ist somit auch dem Einzug von billiger und schneller Computertech-
nologie in den letzten Dekaden zu verdanken, dass die Optimale Steuerung eine so grof3e Bedeutung
erlangt hat.

Zu Beginn dieser Entwicklung wurde Dynamische Programmierung [1] auf Probleme der Optimalen
Steuerung angewandt. Durch Diskretisierung der Hamilton-Jacobi-Bellmann-Gleichung [2], [1], die den
Zusammenhang zwischen der optimalen Steuerung u* und den Startwerten (x(t,), t,) beschreibt, wurde
versucht ein Pfad vom Zielzeitpunkt t; zum Anfang t, zu finden. Jedoch steigt der Rechenaufwand die-
ser Methode sehr stark mit der Dimensionalitit des Zustandsraums von x, weshalb sie fiir die meisten
Anwendungsgebiete vollig unpraktikabel ist.

Darauf folgend wurden Gradientenverfahren [1] immer populdrer. Dabei wird von einer Startschétzung
fiir den Systemzustand x(t) sowie der so genannten adjungierten Variablen A(t) ausgegangen und da-
mit das Minimum der Hamiltonfunktion (s. Formel (4.51)) an diskreten Zeitpunkten fiir 0 < t; < ty
mit einem NLP Gradientenverfahren (s. Abschnitt 4.1.1) berechnet. Mit der somit erhaltenen Ndherung
fiir u(t) berechnet man einerseits durch Vorwartsintegration der Systemdynamik x(t) = f(x(t),u(t))
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mit Randwert x(0) = x, und andererseits durch Riickwartsintegration der adjungierten Differentialglei-
chung A(t) = —g—f mit Randwert A,(t7) = %
dieser beiden Differentialgleichungen erhélt man neue Naherungen fiir x(t) und A(t) und die Iteration
kann von vorne beginnen, bis das Abbruchkriterium erfiillt wird. Aktuelle Losungsalgorithmen konnen
im Wesentlichen in zwei unterschiedliche Verfahrensklassen eingeteilt werden, den indirekten und di-
rekten Losungsmethoden [1].

Indirekte Verfahren greifen in expliziter Weise auf die notwendigen Bedingungen aus der Optimalsteue-
rungstheorie (s. Abschnitt 4.2.2) zuriick. Diese Klasse setzt eine grof3e Erfahrung des Benutzers und eine
sehr gute Kenntnis iiber die Problemstruktur voraus um das entstehende Mehrpunkt-Randwertproblem
zu losen. Hierbei miissen sehr schwer zu ermittelnde Startschitzungen fiir die adjungierten Variablen
vorliegen und eine moglichst genaue Beschreibung der Schaltstruktur, die angibt zu welchen Zeitpunkten
welche Restriktionen aktiv sind. Das indirekte Mehrfachschief3verfahren ! oder indirekte Kollokationsver-
fahren sind bekannte Vertreter dieser Klasse. Indirekte Verfahren liefern sehr exakte Losungen und sind
deshalb fiir Anwendungsgebiete mit hohen Genauigkeitsanforderungen interessant. Das immer popu-
larer werdende automatische Differenzieren [4], [5] kann dazu eingesetzt werden um das analytische
Differenzieren zu umgehen. So kann z.B. die komplexe rechte Seite der Systemdynamik, vorliegend als
effizienter Programmcode, direkt abgeleitet werden. Sie muss dazu nicht erst formelméf3ig beschrie-
ben werden um dann die resultierenden Gleichungen mit analytischen Methoden zu differenzieren. Das
kann die Herleitung einiger notwendiger Bedingungen erleichtern und die Rechenzeit verkiirzen.
Direkte Methoden iiberfithren das unendlichdimensionale dynamische Optimierungsproblem mittels Dis-
kretisierung in ein endlichdimensionales nichtlineares Optimierungsproblem (NLP Problem, vgl. Glei-
chungen (4.7), (4.8), (4.9)). Es konnen entweder nur die Steuervariablen oder die Steuervariablen und
der Systemzustand transformiert werden. Das resultierende NLP Problem kann dann mittels Methoden
aus der statischen Optimierung gelost werden (s. Abschnitt 4.1). Hierbei werden fast ausschlieRlich
SQP (s. Absatz in 4.1.1) oder Innere-Punkt-Verfahren (s. Absatz in 4.1.1) eingesetzt, da diese besonders
geeignet sind sehr hochdimensionale NLP Probleme mit vielen Nebenbedingungen zu losen. Direkte
Methoden erfordern nur geringe Vorkenntnisse im Bereich der Optimalsteuerungtheorie und sind dank
moderner NLP Losungsverfahren sehr effizient. Sie sind robuster beziiglich schlechter Startwerte und
benotigen keine Anfangschétzung der adjungierten Variablen oder der Schaltstruktur. Deshalb zdhlen
direkte Kollokations- und Mehrfachschiefsverfahren zu den am haufigsten eingesetzten.

Hybride Ansédtze [6] nutzen sowohl direkte als auch indirekte Methoden. Hierbei konnen die leicht an-
zuwendenden direkten Verfahren dazu genutzt werden um das Problem in einem ersten Schritt zu 16sen.
Dadurch ist nun die Schaltstruktur des Problems bekannt und die zur Losung dazugehorigen adjungier-
ten Variablen konnen ermittelt werden. Des Weiteren konnen die berechneten Verldufe fiir Steuerung
und Systemzustand als Anfangswerte fiir ein indirektes Verfahren dienen. Somit kann aus den Ergeb-
nissen des direkten Verfahrens eine hochgenaue Losung mittels einem indirekten Verfahren berechnet
werden.

. Durch numerische Integration (s. Abschnitt 3.4)

2.1.2 Aktuelle Ansatze und Anwendungsgebiete

Optimale Steuerung wird in vielen Bereichen eingesetzt und hat die Umsetzung von Losungen zu Proble-
men aus vielen verschiedenen Gebieten ermdglicht. Die Luft- und Raumfahrttechnik war eines der ersten
Anwendungsgebiete, in dem Optimale Steuerung groRe Erfolge erzielen konnte. Die Optimierung von
Aufstiegsbahnen von Raketen und deren Schubsteuerung um Nutzlasten in den Orbit zu bringen wird

1 auch Mehrzielmethode, engl.: multiple shooting
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iiber die Losung von Verallgemeinerungen des Goddard’s Rocket Maximum Ascent Problems bestimmt [7],
[8]. Die Bestimmung optimaler Satelliten- und Raumsondentrajektorien ist ein weiteres Beispiel aus
diesem Bereich. Diese miissen so gewahlt werden, dass die gewiinschten Missionsziele erreicht werden
konnen. Bei den dazu notigen Manovern soll der notwendige Treibstoffverbrauch (bzw. das Av-Budget)
minimiert werden. Je nach Antriebskonzept (z.B.: chemisch 2 oder elektrisch ) kénnen sich dabei vollig
unterschiedliche Flugbahnen [9], [10] ergeben.
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Abbildung 2.2: Lésung eines Optimalsteuerungsproblems fiir eine ,low-thrust transfer” Trajektorie vom
Erd- zum Mondorbit (aus [10]).

Die Lagekontrolle 4 von Satelliten spielt in diesem Anwendungsfeld eine weitere wichtige Rolle. Bei-
spielsweise miissen zu bestimmten Zeiten die Solarkollektoren zur Sonne ausgerichtet werden um die
Energieversorgung sicherzustellen oder die Antennen zur Erde zeigen um Steuerbefehle zu erhalten und
Daten zu versenden. Dazu ist eine Lagednderung von einer Ausgangsorientierung R, zu einer Zielori-
entierung Ry des Vehikels notig. Das kann iiber eine Rotation um die Eigenachse, die fiir jedes Paar R,
und Ry existiert, erreicht werden. Statt Schubdiisen konnen dazu auch spezielle interne Schwungrader
bzw. Gyroskope verwendet werden. Sind sie in der Lage einen Drehimpuls in addquater Grof3e zu er-
zeugen, kann ein solches Manover durchgefithrt werden ohne wertvollen Treibstoff zu verbrauchen. In
2006 wurde ein so genanntes Zero Propellant Maneuver (ZPM) fiir die Internationale Raumstation ISS
durchgefiihrt, bei der eine Lagednderung von 180° vorgenommen wurde [11]. Die internen Control Mo-
ment Gyroscopes (CMGs) waren allerdings nicht im Stande die massereiche ISS direkt um die gewiinschte

2 impulsiv: hoher Schub T, niedriger spezifischer Impuls I
3 low-thrust: niedriger Schub T, hoher spezifischer Impuls I
4 engl.: attitude control
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Eigenachse zu rotieren, da sie nicht ausreichend hohe Drehmomente erzeugen konnten. Mit Hilfe der
Optimalen Steuerung wurde ein dynamischer Verlauf der Rotationsachse gefunden, sodass die Orientie-
rung gedndert werden konnte ohne die maximale Drehmomentskapazitit der CMGs zu {iiberschreiten
[12], [13]. Bei diesem ca. dreistiindigen Manover sparte die NASA Schitzungen zur Folge 1$ Mio.
US-Dollar an Treibstoffkosten [14]. Die numerische Berechnung des Rotationsachsenverlaufs wurde mit
dem Programm DIDO [15] durchgefiihrt, welches auf einer pseudospektralen direkten Kollokationsme-
thode beruht. Das in dieser Arbeit verwendete Programm PSOPT [7] benutzt ebenfalls diese in der Praxis
bereits bewdhrte Losungsmethode. Sie bietet theoretisch exponentielle Konvergenzraten, was nicht mit
Verfahren basierend auf stiickweiser Approximation mit Polynomansétzen erreicht werden kann. Selbst
bei relativ wenig Diskretisierungspunkten liefern pseudospektrale Methoden gute Ergebnisse, da sie glo-
bal auf dem ganzen Zeitintervall [t,, t;] arbeiten.

Attitude [deg]

m— Optimal
| —— Eigenaxis ._

7., —
76:39  17:09

i i i I |
17:39 18:09 18:39 19:0919:26
Time [HH:MM]

(a) Resultierende Rotationsachse (b) ISS Lageanderung

Abbildung 2.3: ZPM-Rotationsachsenverlauf und Visualisierung der ISS Orientierung (aus [14])

In der Luftfahrt wurde Optimale Steuerung dazu eingesetzt das Verhalten einer Boeing 727 bei gefahrli-
chen Fallwinden zu verbessern [16], [6]. Dabei wurde eine Minimax-Formulierung der Zielfunktion ge-
wahlt, die die minimale Hohe des Flugzeuges wahrend des Verlaufs durch die Fallwindzone maximieren
soll, um moglichst viel Sicherheitsspielraum zu gewéhrleisten. In der Verfahrenstechnik wird Optimale
Steuerung dazu eingesetzt effizient Stoffe zu synthetisieren, indem der optimale Verlauf des Mischungs-
verhéltnisses der Ausgangschemikalien berechnet wird [16], [6]. Zur Parameteridentifizierung von dy-
namischen Systemen kommen typischer Weise indirekte Verfahren [17] zum Einsatz. Allerdings konnen
auch direkte Verfahren [16] solche Problemstellung bearbeiten, falls die Genauigkeitsanforderungen
nicht zu hoch sind. Die Parameter von Mehrkopersystemen wie Roboter oder Fahrzeuge wurden bereits
mit Mitteln der Optimalen Steuerung identifiziert [18]. In der Finanz- und Betriebswirtschaft werden
sie eingesetzt um Gewinne bei Verkdufen zu maximieren oder Kosten, die z.B. durch Lagerhaltung ent-
stehen, zu minimieren [2], [19]. Die Robotik ist ein weiteres groRes Anwendungsgebiet der Optimalen
Steuerung, in dessen Rahmen sich auch die vorliegende Arbeit bewegt. Zunéchst konzentrierte sich
das Interesse auf die Optimierung von Punkt-zu-Punkt-Bahnen von Industrierobotern. Einerseits sollte
der Zeitbedarf dieser Trajektorien minimiert werden, damit die Produktion in Fabriken erhoht werden
kann, andererseits sollte der Energieverbrauch und die Belastung der Servomotoren minimiert werden
[20]. Diese Methoden wurden unter anderem fiir den Manutec R3 Industrieroboter erprobt und umge-
setzt [6], [21], [22], [23]. In den beiden folgenden Abbildungen ist die zeitminimale (Abb. 2.4) und
energieminimale (Abb. 2.5) Trajektorie zwischen jeweils denselben zwei Punkten illustiert.
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Abbildung 2.5: Energieminimale Punkt-zu-Punkt-Bahn fiir den Manutec R3 Roboterarm (aus [6])

Nicht nur die Optimierung von Punkt-zu-Punkt-Bahnen werden untersucht, sondern auch die Optimie-
rung ganzer Pfade, was im néichsten Abschnitt ndher beleuchtet wird. Fiir mobile Roboter werden Tra-
jektorien durch Terrains ermittelt, die Hindernisse effizient vermeiden [7]. Fiir Gruppen kooperierender
mobiler Roboter kdnnen Steuerungen ermittelt werden um vordefinierte Missionziele wie die Erkundung
oder Uberwachung eines bestimmten Gebiets optimal durchzufiihren [24].

2.2 Pfadverfolgung und Frasen mit Industrierobotern

Wie am Ende des letzten Abschnitts erwédhnt, zdhlt die Optimierung von Trajektorien fiir Manipulator-
arme zu den wichtigsten Standardaufgaben in der Robotik. Allerdings ist es nicht immer erwiinscht
eine freie Bahn zwischen zwei Punkten zu finden, die einem bestimmten Optimierungskriterium geniigt.
Haufig gibt es auch Restriktionen oder Bedingungen, die dabei zusétzlich beachtet werden miissen. Bei-
spielsweise sind Hindernisse oder Selbstkollisionen im Arbeitsraum mit in Betracht zu ziehen [25]. In
vielen Fillen ist jedoch bereits die komplette Endeffektorbahn vorgegeben. Bestimmte Aufgaben wie
das Anbringen von Schweilindhten oder das Lackieren von Oberflichen konnen so durchgefiihrt wer-
den. Dann ist es notig einen Pfad vom Roboter abfahren zu lassen, also ein so genanntes Path Tracking
anzuwenden. In [26] wird ein Verfahren beschrieben, das es ermoglicht Winkel- und Winkelgeschwin-
digkeitsbeschrankungen der Gelenke sowie Drehmomentbeschrankungen der Motoren zu verarbeiten
um mit einem starren Robotermodell eine Trajektorie zeitminimal abzufahren. In [27] wird ein effizi-
enteres Verfahren vorgestellt, welches auferdem viskose Ddmpfung im Roboterdynamikmodell zuldsst.
[26] und [27] beschranken sich jeweils auf ein zeitoptimales Abfahren der Trajektorie. [28] und [29]
beriicksichtigen hingegen einen Kompromiss zwischen Zeit- und Energieoptimalitit, der sich iiber einen
Gewichtungsfaktor y einstellen ldsst. In beiden Arbeiten wird der Sollpfad in Gelenkwinkelkoordinaten
mit Hilfe einer Variablen s (Pseudotime) parametrisiert. Die Variable s(t) kann normiert werden, sodass
zu Beginn s(0) = 0 und am Ende s(t;) = 1 gilt. Die Gelenkwinkel q(s) sind nun nicht mehr direkt von
t abhéngig. Durch Ableiten mit Kettenregel konnen die Gelenkgrof3en ¢(s) und ¢(s) bestimmt werden,
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welche nun in der Roboterdynamikgleichung (3.51) substituiert werden. Roboterdynamik und alle wei-
teren Neben- und Randbedingungen héngen nur noch von s und s ab, was den Zustandsraum auf zwei
Dimensionen reduziert. Es kann gezeigt werden, dass die dabei entstehende Formulierung des Optimal-
steuerungsproblems konvex ist [28]. [29] iibersetzt das resultierende Optimalsteuerungsproblem mittels
einer direkten Methode in ein konvexes (vgl. Konvexititsbedingungen (4.10)-(4.13)) SOCP ° [30] statt
wie iiblich in ein allgemeines NLP Problem. Diese lassen sich effizient berechnen und garantieren die
global beste Losung als Ergebnis. Die hier bisher beschriebenen Ansitze sind jedoch nur bedingt fiir
diese Arbeit anwendbar. Sie benutzen jeweils nur Standardroboterdynamiken und haben bisher nicht
gelenkelastische Robotermodelle untersucht. Der gravierendste Unterschied ist, dass bisher keine groRen
extern einwirkenden Krafte am Endeffektor beriicksichtigt wurden. Die meisten Arbeiten beschréanken
sich auf zeit- und/oder energieminimale Pfadverfolgung. Zielkriterien der Optimalsteuerung, die die
Genauigkeit aufgrund von extern hervorgerufenen Abdréangungeffekten beriicksichtigen, existieren nach
aktuellem Kenntnisstand nicht. So beschéftigt sich [31] zwar mit dem fehlerminimalen Abfahren von
Trajektorien mit einem flexiblen Roboterarm, ist aber nicht allgemeingiiltig anwendbar, da versucht wird
den Fehler durch eine moglichst genaue Modellierung des Roboters und einer darauf basierenden Kom-
pensationsstrategie zu reduzieren. Externe Prozesskrifte, die vorher nicht bekannt und somit nicht in
die Modellierung miteinzubeziehen sind, konnen nicht berticksichtigt werden.

Industrierroboter werden mehr und mehr fiir die zerspanende Bearbeitung interessant. Hier werden
ebenso komplette Endeffektortrajektorien vorgegeben, die der Manipulatorarm verfolgen muss. Dank
niedrigeren Investitionskosten und dem grof3eren Bearbeitungsraum der Roboter gegeniiber Werkzeug-
maschinen werden sie bereits zum Entgraten von Gussbauteilen oder der Vorverarbeitung von Bauteilen
eingesetzt [32]. Bei diesen Arbeiten entstehen nur kleine bis mittlere externe Prozesskrifte oder es
geniigt eine relativ niedrige Genauigkeit bei der Durchfithrung. Die Idee Industrieroboter in der Zerspa-
nung einzusetzen reicht bereits bis in die 1980er Jahre zuriick. In [33] wurde die Gussnachbearbeitung
mit Industrierobotern untersucht. Der Einsatz von nachgiebigen Werkzeugen [34], [35] wurde popu-
lar, weil dadurch die Riickwirkung auf die Roboterstruktur verringert werden konnte. Trotzdem wurde
die Genauigkeit stark beeinflusst. Um dem entgegen zu wirken, wurden vor allem der Einsatz von zu-
sédtzlicher Sensorik und aufwindigen Regelungsverfahren angewandt [36], [37], [38]. Jedoch sind mit
diesen Onlineverfahren nur relativ langsame Schnittgeschwindigkeiten moglich. Zudem sind die Verfah-
ren nicht sehr robust, was auf ungenauen Sensordaten und trdgen Reaktionszeiten des Systems beruht.
Auflerdem konnen herumfliegende Spane die Messungen der Sensoren beeintréchtigen. Im Allgemei-
nen machen die zusétzlichen Anschaffungskosten der Sensorik, der hohe Kalibrierungsaufwand und der
um ein Vielfaches hoher liegende Rechenaufwand diese Feedback-Strategien unpraktikabel. Deshalb
ist eine exakte Offlinefehlerkompensation wiinschenswert. Bisher sind Industrieroboter in Bezug auf
die Herstellung von Bauteilen aus Materialien hoherer Festigkeit (z.B. Aluminium) mit hohen Genauig-
keitsanforderungen und besserer Oberflachenqualitit gegeniiber den viel steiferen Werkzeugmaschinen
nicht konkurrenzfihig. Die entstehenden externen Prozesskrifte beeinflussen Werkzeugmaschinen nur
sehr gering, haben aber einen erheblichen Einfluss auf die teilweise deutlich elastischere Roboterstruk-
tur. Bis heute gibt es keine robuste und genaue Methode zur Kompensation der Pfadabdriangung beim
High-Speed-Cutting. Daher beschrianken sich aktuell in der Industrie zum Zerspanen eingesetzte Robo-
ter iiberwiegend auf die Bearbeitung von weicheren Materialien wie Kunststoffen und CFK-Werkstoffen
[39].

5> engl.: Second-Order Cone Program
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2.3 Fertigungsprozess Frasen und Methoden der Produktentwicklung

Bei der Fertigung von Bauteilen wird in der modernen Produktion in der Regel nach Prozessketten ge-
arbeitet. Diese geben Regeln und Vorschriften vor, in welcher Weise Informationen verarbeitet werden
miissen, um ein Prozessziel wie z.B. die Herstellung eines Produkts zu erreichen [40]:

Definition - Prozesskette:

Unter einer Prozesskette wird die formale, hierarchisch strukturierte Zusammenfassung von In-
formationsverarbeitungsprozessen (Erzeugung, Verarbeitung und Austausch von Information),
die einem gemeinsamen Prozessziel dienen, verstanden.

Fertigteiloptimierung

!
CAD-Modell: Geometrie, Toleranzen, Material- und Oberflachenangaben,
Vorgaben Einzelteil- fertigungsgerechte Zeichnung
detaillierung, Fertigungsumgebung
NC-Schnittstellen
Fertigungs-
opplung/integ Richtlinien/-regeln
CAD-System CAD-CAP/NC- NC-Modell ungeeignet
Produktentwickler, System
Konstrukteure,
Ingenieure CAD native, Aufbau des Arbeitsplan,
STEP,IGES,VDAFS Arbsitsplans |-NC-Modell
Prozessoren NC-Modells Regeln und Erfahrungen
— zur Fertigungsausfuhrung
Betriebsmittel-
dat
aten CL-Data,NC-Data
Graph. Simulation
NC-Simulation
Regeln
NC-Software l
Wissen, Kenntnisse uber die Fertigung und
Betriebsmittel sowie Fertigungsoperationen NC-Software Simulation,
Fahigkeiten (Erfahrung) CAD/NC-Softw. Interpretation Freioabe
Entscheidung \-reigabe

NC-Programmierer, Ingenieure i - T
NC-Programmierer, Ingenieure

Abbildung 2.6: SADT-Diagramm der Prozesskette CAD-NC (aus [40])

Die Verwendung von 3D—CAD6—Programmen [41],[42] nimmt dabei eine zentrale Rolle ein. Das fertige
Bauteil wird mit diesen Werkzeugen virtuell am Computer konstruiert, sodass eine exakte geometrische
Beschreibung mit einer Vielzahl an weiteren Informationen, wie z.B. Werkstoffeigenschaften, Massen-
schwerpunkte und Tragheitstensoren vorliegt. Auch das Rohteil, aus dem das Fertigteil spater entstehen
soll, wird auf diese Weise modelliert. Ublicherweise ist dies im Wesentlichen eine einfache geometrische
Grundform (Quader oder Zylinder). Sind allerdings schon andere Fertigungsprozesse vorausgegangen,
kann es sich auch um eine komplexere Form handeln. Haufig sind in moderner CAD-Software bereits
CAM’-Module integriert. Damit ist es moglich Werkzeugdefinitionen wie den Friskopftyp und Bearbei-
tungsparameter (Spindeldrehzahl, Vorschubgeschwindigkeit, Eilganggeschwindigkeit) festzulegen und
im Anschluss automatisch durch die boolesche Differenz aus Fertig- und Rohteil die vom Werkzeug ab-
zufahrende Trajektorie zu generieren. Diese wird benotigt um aus dem Rohteil das Fertigteil herzustel-
len. Die Bearbeitung und die Bewegung des Werkzeugs sowie die zeitbezogene Zerspanung kann am
Computer simuliert werden, damit Toleranzen iiberpriift oder mogliche Kollisionen festgestellt werden
konnen. Die dabei in der Realitit entstehenden Fraskrafte und dynamischen Effekte werden hierbei
nicht berechnet. Abschliefend wird der maschinenunabhingige Steuercode im Format CLDATA [42]
ausgegeben.

6
7

engl.: Computer Aided Design
engl.: Computer Aided Manufacturing
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(a) CAD-Rohteil (b) CAD-Fertigteil

(¢) Uberlagerung  der (d) Abtrag ermittelt aus boo-
Geometrien lescher Differenz

Abbildung 2.7: Ubersicht der CAD-Modelle zum Fertigen eines ,SIM Profils*

Fiir das Frasen von Bauteilen sind CNC-Frasen Stand der Technik. Diese konnen das generierte NC-
Programm verarbeiten und damit das Bauteil fertigen. Sollen auch Roboter fiir diese Aufgaben zum
Einsatz kommen, ist es notwendig die entstehenden Kréfte entlang des Fraspfads zu kennen um den
Wechselwirkungen zwischen der Roboterstruktur und den Prozesskriaften angemessen entgegensteuern
zu konnen. Diese auftretenden Kréfte lassen sich mittels unterschiedlicher Methoden beschreiben. Es
existieren drei Ansitze zur Zerspankraftberechung: analytische, empirische und mechanistische [43],
[44]. Sie hdngen im Wesentlichen von technologischen Parametern ab, wie z.B. dem Vorschub, der
Drehzahl sowie der Schnitttiefe des Fraswerkzeugs. Die analytischen Ansitze konnen weiter in Schere-
benmodelle [45], Scherzonenmodelle [46], FlieRlinienmodelle [47] und energetische Methoden [48]
unterteilt werden. Sie haben den Vorteil, dass sie unabhinging zur Prozesskinematik einsetzbar sind. Je-
doch gehen sie nur von einer orthogonal verlaufenden Zerspanung aus. Aulerdem beruhen sie auf der
Annahme einer kontinuierlichen Spanbildung, was allerdings beim High-Speed-Cutting (HSC) durch die
teilweise Spansegmentierung nicht vorliegt. Die empirischen Modelle [49] basieren auf Versuchsreihen.
Anpassungen der aufgestellten Schnittkraftgleichung konnen aus Tabellenwerken entnommen werden.
Weitere Methoden zur Fraskraftberechnung bilden die mechanistischen Modelle. Neben linearen Ansét-
zen [50] existieren auch nichtlineare Ansétze [51], die die Zerspankraftanteile in radiale, tangentiale
und axiale Richtung bestimmen konnen. Im Gegensatz zu rein empirischen Modellen kann hier Bezug
auf die Werkzeuggeometrie und Reibungseffekte genommen werden. Fiir komplexere Zerspanvorgéange
sind diese Beschreibungen meist nicht ausreichend genau, weswegen auf numerische Verfahren zuriick-
gegriffen werden muss, die die aktuelle Werkstiickoberfliche miteinbeziehen. Zum Einen kann dabei
das Werkstiick als diskretes Modell, wie z.B. als Nagelbrettmodell bzw. Hohenmodell [52], dargestellt
werden. Zum Anderen konnen auch kontinuierliche Darstellungen von Werkzeug und Werkstiick tiber
CSG8-Modelle [53], [41] realisiert werden. Die numerische Berechnungsarten benétigen aber fiir kom-
plette Frasbahnen einen sehr hohen Rechenaufwand.

8  engl: Constructive Solid Geometry
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3 Dynamik und Systemmodellierung

3.1 Kinematik

Um das Verhalten eines Systems zu modellieren, ist die Dynamik von Kérpern oder Massepunkten herzu-
leiten. Dazu ist es zundchst notwendig ihre Kinematik zu kennen. Das heil3t, die Lage und Orientierung
muss in Abhéngigkeit zur Zeit beschrieben werden. Es kann zwischen einer freien und gefiithrten Bewe-
gung unterschieden werden. Ein freier Massepunkt verfiigt iiber drei Freiheitsgrade (DoF !). Er kann
eine Translation in x-, y- und z-Richtung durchfiihren. Ein Starrkorper hingegen verfiigt iiber sechs DoE,
den translatorischen Freiheitsgraden beziiglich seines Schwerpunktes sowie den drei weiteren rotatori-
schen Freiheitsgraden. Diese beschreiben jeweils eine Rotation um die x-, y- und z-Hauptachse, welche
die Orientierung des Starrkorpers im Raum éndert.

y
--------- >
--------- > X
X
z ’ 2

W '

(a) Freiheitsgrade -eines (b) Freiheitsgrade eines Starr-

Massepunktes koérpers

Abbildung 3.1: Darstellung der Freiheitsgrade fiir Massepunkt und Starrkérper

Liegt eine gefiihrte Bewegung vor, werden diese Freiheitsgrade eingeschrankt. Wird z.B. ein Masse-
punkt an einem Pendelseil befestigt, kann dieser nur eine rotatorische Bewegung um den Aufhdngepunkt
durchfiihren. Die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert sich somit auf einen. Jedoch treten zusétzliche
Zwangskrafte auf, die den Massepunkt auf seiner vorgeschriebenen Bahn halten. In diesem Fall sind dies
die Seilkrafte S des Pendels.

/

/s
-s/‘
(a) Pendel mit einem (b) Freikérperbild
Freiheitsgrad mit Zwangskraften

Abbildung 3.2: Gefiihrte Bewegung eines Massepunktes

1 engl.: Degree of Freedom
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3.1.1 Kinematik eines Industrieroboters

Standard-Industrieroboter lassen sich als offene kinematische Ketten beschreiben. Die starren Robo-
terglieder (links) sind iiber Gelenke (joints) miteinander verbunden, die die Freiheitsgrade der Glieder
einschranken. Ublicherweise werden Drehgelenke, die genau einen rotatorischen Freiheitsgrad zwi-
schen zwei Gliedern zulassen, und Schubgelenke, die genau einen translatorischen Freiheitsgrad zwi-
schen zwei Gliedern zulassen, verwendet. Um nun die relative Lage der einzelnen Roboterglieder und
des Endeffektors (TCP 2) zu beschreiben, werden lokale Koordinatensysteme in den einzelnen Gelenken
und im TCP eingefiihrt. Uber Koordinatentransformationen kénnen die Positionen und Orientierungen
in jeweils unterschiedlichen Systemen ausgedriickt und ins Inertialsystem umgerechnet werden. In der
Robotik treten zwei Probleme von wesentlicher Bedeutung auf. Beim Vortwdrtskinematik-Problem sind
die Gelenkwinkelstellungen des Roboters bekannt und die Endeffektorposition gesucht. Beim inversen
Kinematik-Problem ist die Endeffektorposition vorgegeben und die notigen Gelenkwinkelstellungen zum
Erreichen dieser Position werden gesucht.

Vorwartskinematik

Die Vorwirtskinematiktransformation kann mit Hilfe der DH3-Parameter 0,d,a,a [54], [55] (s. Appen-
dix A) aufgestellt werden. Die sich ergebende homogene Transformationsmatrix zwischen zwei aufein-
ander folgenden Gelenken lautet:

=1T. = Rot(z; ;) - Trans(0, 0, d;) - Trans(a;, 0, 0) - Rot(x; a;) (3.1
cos(6;) —sin(6;)cos(a;)  sin(H;)sin(a;) a;cos(6;)
_ | sin(6;)  cos(6;)cos(a;) —cos(6;)sin(a;) «a;sin(6;) (3.2)
=1 o sin(a;) cos(a;) d; '
0 0 0 1

Durch die Matrix-Vektor-Multiplikation eines Punktes in homogenen Koordinaten [55] beziiglich des
Koordinatensystems S; mit der Transformationsmatrix ‘"' T; ergibt sich die Darstellung des Punktes in
S;_; Koordinaten.

i-1

p="E1T, - ip (3.3)

Die komplette Vortwirtskinematik ° T einer kinematischen Kette mit n Gelenken lisst sich dann aus den
einzelnen DH-Transformationsmatrizen zusammensetzen.

OTE(q17 . ")qn) - OTl . 1T2 LI n_zTn—] . n_lTn

. mitg, = { 0;, falls Gelenk i Drehgelenk (3.4)

d;, falls Gelenk i Schubgelenk

Werden in diese Transformationsmatrix die Gelenkwinkel 6; (bzw. Gelenkverschiebung d;) firi =1,...,n
eingesetzt, erhalt man die Position des TCP S beziiglich der Koordinaten des Inertialsystems S,,.

Beispiel 3.1. Vorwirtskinematik fiir einen 3-DoF Roboterarm

Die DH-Tabelle 3.1 des Roboters aus Abbildung 3.3 entstand mit Hilfe des Algorithmus aus [55]. Mit der
Transformationsvorschrift (3.1) ergeben sich die folgenden Transformationsmatrizen zwischen je zwei
Koordinatensystemen.

engl.: Tool Center Point

3 Denavit-Hartenberg Parameter
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Link || a; | d; | a; | 6;
1 0L % 0,
> 2 Ihb ] 0] 0|6
o, 3 5] 0|06
Abbildung 3.3: Schematische Zeichnung Tabelle 3.1: DH-Tabelle des 3-DoF Roboters aus
eines 3-DoF Roboterarms Abbildung 3.3
in Nullstellung
(cos(6;) O sin(6;) O
o _ | sin(6;) 0 —cos(6;) O
T, = 0 1 0 L (3.5)
\ O 0 0 1
(cos(6,) —sin(6,) 0 I, cos(@z)\
sin(6 cos(6 0 I,sin(f
g, = | ) cos) O Lsin(6y) 5.6)
\ o 0o 0 1)
(cos(6;) —sin(6;) 0 Iy cos(93)\
sin(6 cos(6 0 I5sin(8
27, = és) é 3) X 3 0( 3) 3.7)
\ o o o 1

Inverse Kinematik

Die inverse Kinematik eines Roboters ist schwieriger zu 16sen. Nicht zu allen Endeffektorposen liegen
eindeutige Gelenkwinkellosungen vor. Punkte im Inneren des Arbeitsraums konnen meist iiber meh-
rere Gelenkwinkelstellungen erreicht werden. Liegt eine Singularitdt vor, kann es sogar unendlich viele
Gelenkwinkelstellungen geben, die zu einer vorgegebenen TCP-Pose fithren. Nur auf dem Rand des
Arbeitsraums sind Gelenkwinkellosungen eindeutig. Liegt die gewiinschte TCP-Pose aullerhalb des Ar-
beitsraums existiert keine Losung. Ist die Vorwartskinematik (3.4) bekannt, kann das inverse Kinematik-
Problem durch Losen eines nichtlinearen Gleichungssystems berechnet werden. Das Losen eines solchen
Gleichungssystems (3.8) ist meist sehr komplex, weshalb numerische Algorithmen zum Einsatz kommen.
Hierbei konnen z.B. auch Verfahren aus der statischen Optimierung (vgl. Abschnitt 4.1), insbesondere
das Newton-Verfahren 4.1.1, verwendet werden, weil das numerische Losen eines nichtlinearen Glei-
chungssystems als Optimierungsproblem aufgefasst werden kann. Die gewiinschte Position und Orien-
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(a) Arbeitsraum (front) (b) Arbeitsraum (oben)

Abbildung 3.4: Visualisierung des Arbeitsraums fiir den Industrieroboter KUKA KR-210 (aus [56])

tierung des Endeffektors °T; wird durch eine homogene Matrix vorgegeben (rechte Seite der Gleichung
(3.8)). Sie wird mit der Vorwéartskinematik-Transformationsmatrix (3.4) gleichgesetzt.

OTE(e) — OTE (38)
OTE(O) - OTE = O4><4 (3-9)
Rii Ry Rz 1y
Ry1 Ryy Ryz 1y
R31 R3y Ryz 13

0 0 0 1

°T.(04,...,6,) — = %4 (3.10)

Gleichung (3.10) hat nun die Standardform F(x) = 0 und kann mit Hilfe eines Losungsalgorithmus fiir
nichtlineare Gleichungssysteme und Startwerten 6, nach 6 = (6,,...,6,)" gelést werden. Auf den er-
sten Blick ergibt sich also ein System mit 12 Gleichungen mit 6; fiir i = 1,...,n als Unbekannte. Die
vier Gleichungen, die sich aufgrund der untersten Matrixzeile ergeben, haben keinen Einfluss auf das
Gleichungssystem (3x Gleichung: 0 = 0 und 1x Gleichung: 1 = 1). Des Weiteren beinhalten Rota-
tionsmatrizen eine Redundanz, da ihre neun Eintrdge nur von drei Parametern (den Euler-Winkeln)
abhédngen. Insgesamt lasst sich das Problem somit auf ein System mit sechs unabhéngigen, nicht redun-
danten Gleichungen zuriickfiihren. Je nach Roboterdesign und Anzahl von Freiheitsgraden ergibt sich
ein unterbestimmtes (n > 6), bestimmtes (n = 6) oder iiberbestimmtes (n < 6) Gleichungssystem mit
einer unterschiedlichen Anzahl an Losungen. Ist die Orientierung des TCP unwichtig, kann das Glei-
chungssystem weiter reduziert werden. Dann ist lediglich die letzte Spalte der Transformationsmatrix
von Bedeutung. In manchen Fillen lassen sich die Losungen auch analytisch bestimmen, sodass sich
eine geschlossene Form fiir die Gelenkwinkelstellungen 8 = (6,,...,6,)" in Abhéngigkeit zur Endeffek-
torpose finden lasst. Die Struktur vieler Industrieroboter ist deshalb extra so gewahlt worden, damit eine
analytische Formel aufgestellt werden kann. Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer solchen
Formel besagt, dass drei benachbarte Gelenkachsen vorhanden sein miissen, die einen gemeinsamen
Schnittpunkt haben. Fiir viele Industrieroboter trifft dies fiir die Achsen 4, 5 und 6 zu. Die Losung des
inversen Kinematik-Problems fiir die TCP-Position (Gelenke q;,q,,q3) und TCP-Orientierung (Gelenke
44,95, 4s) lasst sich dann entkoppeln. Eine Beispielrechnung fiir den Industrieroboter Unimation PUMA
560 ist in [57] zu finden.
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3.2 Newtonsche Dynamik

Die Dynamik ist ein Teilgebiet der Mechanik und bietet die nétigen Grundlagen um Bewegungen von Sy-
stemen unter dem Einfluss von Kréften beschreiben zu kénnen. Dabei wird ein Zusammenhang zwischen
den agierenden Kréften und der Geometrie der Bewegung - der Kinematik - geschaffen. Im Gegensatz
zur Statik tritt zusdtzlich der Begriff der Zeit auf. Im Allgemeinen reicht die klassische Newtonsche Me-
chanik aus Probleme in der Technik hinreichend genau zu beschreiben. Erst in speziellen Szenarien,
wie z.B. bei extrem hohen Geschwindigkeiten (— Zeitdilatation) oder sehr hohen Energiezustanden (—
Massenzunahme), ist die Annahme der Newtonschen Mechanik nicht mehr gerechtfertigt und es mdis-
sen relativistische Effekte beriicksichtigt werden. Die drei Newtonschen Gesetze, welche die Basis zur
Beschreibung von Bewegungen bilden, lauten [58]:

1. Newtonsches Gesetz - Trigheitsgesetz: Es existiert ein Bezugssystem (Intertialsystem),
beziiglich dessen jeder Massepunkt in Ruhe oder in gleichformiger Bewegung bleibt, wenn er
nicht durch Krdfte gezwungen wird, diesen Zustand zu dndern.

2. Newtonsches Gesetz - Grundgesetz der Dynamik: In diesem Inertialsystem gilt fiir einen
Massepunkt der Zusammenhang

F=m-x (3.11)

d.h. der Kraftvektor ist proportional zum Beschleunigungsvektor; die Proportionalitdtskonstante
ist die Masse (trdge Masse).

3. Newtonsches Gesetz - Gesetz von actio & reactio: Die wechselseitigen Beeinflussungen
zweier Korper sind immer gleich und entgegengerichtet: Ubt ein Korper 1 eine Kraft auf einen
Korper 2 aus, so ist diese gleich grofs und entgegengerichtet zu der Kraft, die der Korper 2 auf
Korper 1 austibt.

Ein weiteres wichtiges Gesetz ist der Eulersche Drehimpulssatz 4, der fiir rotierende Massen von Bedeu-
tung ist. Bewegt sich z.B. ein Korper beziiglich seines eigenen Schwerpunktes oder ein Massepunkt um
einen Momentanpol, gilt der folgende Zusammenhang [8], [55].

Eulerscher Drehimpulssatz:
Der Drall (Impulsmoment) eines Massepunktes m mit Position x beziiglich eines Koordinatensy-
stems S; ist als Moment des Impulses, d.h. als

L =x x mx (3.12)
definiert. Somit ist der Drallsatz:
[ =N (3.13)

Dabei ist 'N die Summe der Momente aller dufseren Krdfte. Im Fall des Starrkorpers, der konti-
nuierlich aus Massepunkten zusammengesetzt ist, gilt:

Cili'd)i'i‘wl‘ X (Cili‘wi) :iN (3.14)

i

4 auch Drallsatz
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Zunéchst soll die Dynamik eines einfachen Massepunktes nidher erldutert werden. Um die Bewegung
eines Massepunktes berechnen zu konnen, muss seine Masse sowie seine Lage und Geschwindigkeit zu
einem Anfangszeitpunkt t, bekannt sein. Ist der Gesamtkraftvektor F(t), der sich aus dem Superposi-
tionsprinzip [59] aller einwirkenden Krafte auf den Massepunkt ergibt, zu jedem Zeitpunkt ¢ bekannt,
so kann durch Integration des zweiten Newtonschen Gesetztes (3.11) die Geschwindigkeit und Position
des Massepunktes berechnet werden. Liegt keine geschlossene formelmaf3ige Beschreibung fiir F(t) vor
oder enthélt diese Unstetigkeit und Spriinge aufgrund von Kraftst6f3en, Kollisionen oder abrupten Im-
pulsdnderungen, konnen numerische Verfahren zur Losung von (3.11) eingesetzt werden. Darauf wird
in Abschnitt 3.4 nédher eingegangen.

Beispiel 3.2. Einmassenschwinger

In diesem einfiihrenden Beispiel wird die Dynamik eines einzelnen Massepunktes mit Hilfe der Newton-
schen Gesetze hergeleitet. Ein Punkt mit der Masse m ist an einer Feder befestigt und kann entlang eines
reibungsfreien Bodens bewegt werden (s. Abbildung 3.5).

m
ST

1

:

e ———
X

Abbildung 3.5: An einer Feder befestigte Punktmasse mit einem Freiheitsgrad

Es liegt also eine gefiihrte Bewegung vor, welche die Freiheitsgrade des Massepunktes auf einen DoF in
x-Richtung beschrianken. Es ist somit ausreichend die Dynamik beziiglich dieses Freiheitsgrades zu be-
schreiben. Wird der Massepunkt aus der Ruhelage ausgelenkt, erfahrt er aufgrund der Riickstellkraft der
Feder eine Beschleunigung. Weist die verwendete Feder eine lineare Federkennlinie auf, ist die Riickstell-
kraft F,;,, proportional zur Auslenkung x mit einem Faktor k. Weitere Kréfte wirken zunéchst nicht auf
den Massepunkt. Mit Hilfe des zweiten Newtonschen Gesetzes lasst sich folgende Bewegungsgleichung
aufstellen.

m - X(t) = Fypring(t) (3.15)
m-%(t) = —kx(t) (3.16)
x(t)= —%x(t) (3.17)

Ist das Objekt aus einem metallischen Stoff, kann es zusétzlich von aul3en durch Elektromagnete beein-
flusst werden. Diese konnen gesteuert werden und {iben eine weitere zeitabhédngige Kraft, die Steue-

rungskraft u(t), auf den Massepunkt aus.
: ((/

7T % ”«’«

Abbildung 3.6: An einer Feder befestigte Punktmasse mit einem Freiheitsgrad und Steuerungskraft
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m - X(t) = Fypring(t) +u(t) (3.18)
m-%(t) = —kx(t)+u(t) (3.19)
x(t)= —%x(t) + %u(t) (3.20)

Um die Bewegung der Masse zu ermitteln, muss das Anfangswertproblem (IVP °) der DGL (3.20) (oder
des dquivalenten DGL-Systems (3.97)) gelost werden. Dazu sind die Anfangswerte fiir die Massenpo-
sition x(t = 0) = x, und Massengeschwindigkeit x(t = 0) = X, notig. Abschnitt 3.4 beschaftigt sich
mit der numerischen Losung der IVP Eine analytische Losung kann durch zweifaches Integrieren der
DGL (3.20) bestimmt werden. Da die Beschleunigung %(t) als eine Funktion der Lage gegeben ist (ab-
héngig von x(t)), kann die Losung durch Trennung der Verdnderlichen gefunden werden [58]. Es gilt

== ﬁd—’t‘ = ﬁx. Gleichung (3.20) kann somit geschrieben werden als:
~dx k 1
X—=——Xx+—u (3.21)
dx m m
o k 1
xdx =(——x+ —u)dx (3.22)
m m
L. Yk 1
xdx=] (——x+—u)dx (3.23)
Xo Xo m m
1 1 1 k k
E.)'(z — EX(Z) = E(—EXZ +ux + EX(Z) - ux()) (324)
2 __ 1 k 2 k 2 .2
X% = E(_ X* + 2ux + kxg — 2uxg + mxg) (3.25)
2 1 2 2 .2
x* = —(—k(x* — x5) + 2u(x — xq) + mxg) (3.26)
m
1
x = :I:\/—(—k(x2 —x3) + 2u(x — x) + mx2) (3.27)
m

Die resultierende Gleichung (3.27) ist wiederum eine Differentialgleichung, die von x abhéngt. Sie kann
umgeformt werden zu:

\/ (—k(x?— xo) + 2u(x — x) + mx3) (3.28)

1dt= (3.29)
\/1(_;(()(2 — xg) + 2u(x — Xo) + mx2)

f dt—f x (3.30)
xo \/ (—k(x? —x§)+2u(x x0)+mx

Bereits dieses einfache System zeigt, wie schwer es sein kann eine analytische Losung zu finden. Aller-
dings sind die Gleichungen fiir Einmassenschwinger aus der Mechanik bekannt. Falls der Spezialfall des

> engl.: Initial Value Problem

3 Dynamik und Systemmodellierung 23



unbeeinflussten Systems herrscht (vgl. Gleichung (3.17)), gilt u(t) = 0 und die Losung von Gleichung

Ein alternativer Losungsweg fiir Gleichung (3.20) (mit beliebigem u(t) # 0) kann {iber die Berechnung
des Fundamentalsystems und der Partikuldren Lésung mittels Variation der Konstanten erfolgen. Siehe
dazu Appendix B.

Bei der Simulation von Robotern spielen vor allem die Dynamik von Mehrkorpersystemen eine Rolle.
Hier sind Starrkorper iiber Gelenke mit anderen Starrkorpern verbunden. Um das Verhalten eines
einzelnen Starrkorpers simulieren zu konnen, ist zusitzlich zu dem translatorischen Verhalten seines
Schwerpunktes die Orientierung des Korpers zu beriicksichtigen. Ein fest mit dem Starrkorper verbun-
denes Koordinatensystem dient hierbei als Referenz. Ublicherweise liegt der Koordinatenursprung im
Schwerpunkt.

Beispiel 3.3. Starrkorperbewegung

Ein Starrkorper mit der Masse m bewegt sich schwerelos durch den Raum. Er hat die Form eines Quaders
mit der Lange [, der Breite b und der Hohe h. Sein korperfestes Koordinatensystem S; liegt im Schwer-
punkt. Die Masse des Starrkorpers ist homogen verteilt, sodass sein Trigheitstensor [58], [8] durch ‘I
gegeben ist.

1> +h? 0 0
iI= o 0 b? + h? 0 (3.32)
0 0 1% 4+ b?

Die Orientierung des Starrkorpers lasst sich mittels der Rotationsmatrix R beschreiben, welche die aktu-
ellen Basisvektoren des S; Systems bzgl. des Weltkoordinatensystems S, enthalt.

R(t) = (%e.,(t) | %€y (1) | e, (1)) (3.33)

Wie in [60] gezeigt, konnen auch Quaternionen zur Beschreibung der Orientierung benutzt werden. Der
Tragheitstensor ldsst sich nun auch in Weltkoordinaten ausdriicken. Fiir den in den Bewegungsgleichun-
gen benotigten inversen Tragheitstensor gilt:

O~ =RTI[71R (3.34)

Es wirkt nun eine konstante, sich mit dem Koérper mitbewegende, externe Kraft F,,, auf den Starrkorper.
Sie greift an den Koordinaten ‘p des Kérpers an. Dadurch ergibt sich am Schwerpunkt des Starrkérpers
die Kraft f und das Drehmoment 7.

f=F (3.35)
T=1pxF,, (3.36)

Die Bewegungsgleichungen des Starrkorpers bzgl. des Weltkoordinatensystems S, sind dann:

Ft)y=m1-f (3.37)
(1) ="1"1(1) (7 = (@(0) x CI(D (1)) (3.38)
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Bemerkung 3.1. Einmaliges Integrieren von (3.37) und (3.38) fiihrt auf die lineare Geschwindigkeit
des Schwerpunktes v(t) = 7(t) und die Winkelgeschwindigkeit des Starrkorpers w(t). Nochmaliges
Integrieren sollte demnach auf die Position r(t) und die Orientierung R(t) des Starrkorpers fiihren.
Letzteres ist nicht direkt durchfiihrbar, denn die Beschreibung R(t) ist nicht kompatibel zu w(t). Mit
Hilfe der Einbettung von w(t) in eine schiefsymmetrische Matrix kann eine passende Beschreibung von
%R(t) trotzdem erfolgen [60].

R(t) = B(w(t))-R(t) (3.39)
0 —w, w,

=|-w, 0 -w, |-R (3.40)
—w, Wy 0

3.2.1 Dynamikmodell eines Industrieroboters mittels Newton-Euler Rekursion

Damit man die (inverse) Dynamik eines Roboters effizient herleiten kann, gibt es spezielle Algorithmen,
die die Newtonschen Gesetze sowie den Drallsatz anwenden. Die Struktur vieler Mehrkorpersysteme
in der Robotik ist baumartig, was explizit ausgenutzt werden kann. Die Newton-Euler Rekursion [54],
[55] nutzt diesen Sachverhalt und beriicksichtigt dementsprechend keine geschlossenen Schleifen in der
Kinematikstruktur des Roboters. Der Algorithmus arbeitet rekursiv entlang der einzelnen Roboterglie-
der, die iiber Gelenke verbunden sind, und stellt dabei die einzelnen dynamischen Gréf3en auf. Am Ende
steht der Zusammenhang zwischen den aufzubringenden Motormomenten 7; fiir eine gewiinschte Robo-
terkonfiguration mit den Gelenkgrof3en g, g;,q; fest. Der Algorithmus kann wie folgt zusammengefasst
werden [55]:

o Die Bewegung der Roboterbasis (Glied 0) bzgl. eines Interialsystems ist iiber die Werte w,,
W, Vo,V vorgegeben.

o Berechnungen fiir die Gelenkei =1,...,n:

w; =R, (")i—l + pi i_lezi,lql') (3.41)
@;="Ri, ("%’—1 +p; [i_lezi_lqz' tw;_1 X (i_lezi_lqi)]) (3.42)
vi="Ri_vi g+, x(R_ " Tr)+(1- pi)iezi,lqi (3.43)
V=RV 1@; X (Ri_y 7 'r) + @ % (wi X (iRi—li_lri)) (3.44)
+(1=p;)- [20) X iezi,lql' + iezi,ﬁi]
Ve =Vt o, x'r, +ox(wxTr.) (3.45)
Fi=m;-v, (3.46)
N; =1 @; X @; X (51; - @;) (3.47)

o Fiir den Endeffektor (Glied n) werden die Kraft f,,, und das Moment n,,, vorgegeben.
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o Berechnungen fiir die Gelenke i =n,...,1:
fi=Riafin +F; (3.48)
n; = Ripafiy + (iRi—li_lri + i"ci) X Fi+(Riot7'r) X (Rt fi11) + N, (3.49)

i T —
. _{ (‘e, ) m;, falls p; =1 (Drehgelenk) (3.50)

7\ (e, )" fi, falls p; =0 (Schubgelenk)

Die dabei benutzten Bezeichner sind in der folgenden Tabelle 3.2 erldutert.

Bezeichner | Bedeutung

m; Masse des i.-ten Roboterglieds
T; Drehmoment/Kraft des Motors im Koordinatensystem S;
W, O; Winkelgeschwindigkeit, Winkelbeschleunigung im Koordinatensystem S;
Vi, V; lineare Geschwindigkeit, Beschleunigung im Koordinatensystem S;
Ve, Ve, lineare Geschwindigkeit, Beschleunigung am Schwerpunkt des i.-ten Glieds
F; wirkende Kraft am Schwerpunkt des i.-ten Glieds
N; wirkendes Drehmoment am Schwerpunkt des i.-ten Glieds

fi wirkende Kraft im Koordinatensystem S;
n wirkendes Drehmoment im Koordinatensystem S;

P p = 1: Drehgelenk, p = 0: Schubgelenk
“Ry Rotationsmatrix zwischen den Systemen S, und S,
a@ry Translationsvektor zwischen den Systemen S, und S,
‘e, z-Achse des Koordinatensystems S, bzgl. Koordinaten in S,
're. Position des Schwerpunktes des i.-ten Glieds bzgl. Koordinatensystem S;
“I; Trégheitstensor des i.-ten Glieds bzgl. seines Schwerpunktes

Tabelle 3.2: Erlduterungen zu den in der Newton-Euler Rekursion verwendeten Variablen

Die Dynamik liegt noch nicht in geschlossener Form vor. Die Ergebnisse aus der Newton-Euler Rekursion
konnen aber entsprechend umgeformt und zusammengefasst werden, dass die inverse Dynamikglei-
chung (3.51) entsteht [55].

T=M(q)-4+C(q,4)+G(q) (3.51)
mit
M(q) € R™" : symmetrische, positiv definite Massenmatrix (3.52)
C(q,q) € R" : Vektor der Zentrifugal- und Coriolisanteile (3.53)
G(q) €R"™ : Vektor der Gravitationsanteile (3.54)

Durch Auflosen nach ¢ ergibt sich das direkte Dynamikmodell (3.55), womit sich die Bewegung des
Roboters bei gegebenen Motormomentverldaufen 7(t) berechnen lasst.

Gg=M"(q) (v-C(q,9)—G(q)) (3.55)

Ein ausfiihrliches Beispiel zur Berechnung der Dynamik eines 2-DoF Manipulatorarms mit der Newton-
Euler Rekursion ist in [55] zu finden.
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3.3 Lagrangesche Dynamik

Ein weiterer Weg Bewegungsgleichungen dynamischer Systeme aufzustellen, geht auf den Ansatz von
Lagrange (Lagrange-Formalismus) zuriick. Im Gegensatz zur Newtonschen Methode ist es hierbei nicht
notig die angreifenden Kraftvektoren zu bestimmen, sondern vielmehr werden die potentielle und kine-
tische Energie aller massebehafteter Kérper bzw. Punkte betrachtet. Potentielle und kinetische Energie
sind skalare GroRen. Dem Lagrange-Formalismus liegt das Pringip der kleinsten Wirkung © oder auch
Hamiltonsche Pringip zu Grunde. Dieses in der Natur vorkommende Phidnomen bezieht sich auf konser-
vative Systeme und sorgt dafiir, dass Bewegungen immer in optimaler Weise (energieminimal) verlaufen.
So ergeben sich z.B. nach Kepler Kreis- oder Ellipsenbahnen [8] fiir die Bewegung von Planeten oder der
zeitlich kiirzeste Weg eines Lichtstrahls nach dem Fermatschen Prinzip [61].

Das Funktional # beschreibt die Wirkung eines mechanischen Systems. Jedes mechanische System lasst
sich vollstdndig {iber eine Lagrangefunktion L(q,q,t) definieren. Bewegt es sich in einer Zeit von 0 bis
t;, muss das Funktional # seinen minimalen Wert annehmen.

ty
Y:f L(q,q,t) dt (3.56)
0

Die Lagrangefunktion wird {iber die Differenz aus kinetischer Energie T und potentieller Energie U aller
Korper und Massepunkte bestimmt. Sie ist abhédngig von den generalisierten Koordinaten g; des mecha-
nischen Systems. Diese Darstellung hat die Eigenschaft, dass sie die minimale Anzahl an Koordinaten
besitzt, um das Verhalten des Systems beschreiben zu konnen. D.h., es existieren exakt gleich viele Koor-
dinaten q;, wie das System Freiheitsgrade besitzt. Der Ortsvektor r; eines Massepunktes ist also zu jeder
Zeit eindeutig tiber r; = r;(q1,q2,--.,q,, t) bestimmt. Seine Geschwindigkeit ist somit v; = %ri =r;.
Der allgemeine Zusammenhang fiir die Lagrangefunktion lautet:

L(q,q,t)=T—-U (3.57)

Die kinetische Energie eines Massepunktes mit der Masse m; ist:

1 T
T, = Emi(vi V) (3.58)

Fiir einen Starrkorper der Masse m; und dem Tréigheitstensor I; muss zuséatzlich noch die Winkelge-
schwindigkeit w in die Berechnung der kinetischen Energie einfliel3en.

1 1
T, = Emi(vl. v+ @i i (3.59)

Die potentielle Energie ergibt sich, indem man die wirkende Kraft entlang des Weges in einem Potential-
feld integriert.

b
U, :J F.dx (3.60)

In den meisten Fillen bewegt sich das dynamische System im Gravitationsfeld der Erde. In guter Néhe-
rung kann angenommen werden, dass das Gravitationsfeld fiir geringe Hohenunterschiede homogen ist

6 engl.: Principle of Least Action

3 Dynamik und Systemmodellierung 27



und in Bodennéhe die konstante Beschleunigung g wirkt. Somit hat ein Korper der Masse m;, der sich
in Position r {iber der Referenzhéhe r,; befindet, die potentielle Energie

r r
U, = J F;dx = f m.g dx =-mg'r+ T ref (3.61)
r r

ref ref
Die potentielle Energie einer Feder ist dquivalent zur Arbeit, die beim Spannen der Feder entsteht.

* 1
Uspring = _J F(x)dx= Ekxz (3.62)
0

Insgesamt lautet die Lagrangefunktion eines Systems mit i = 1...n Kérpern somit:

1(q,4,0)= Y T;= ). U; (3.63)
i=1 i=1
:ilm-(v.T-v-)—i—l(le-w-)—Xn:—m-gTrnLr (3.64)
- o TiNi i 2 i Hit%i - i i ref .

3.3.1 Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung

Aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung kann mit Hilfe der Variationsrechnung die Euler-Lagrangesche
Gleichung hergeleitet werden. Sie spielt nicht nur in der Dynamik, sondern auch fiir die Optimierung
(s. Abschnitt 4.2) eine zentrale Rolle. In der Natur stellen sich fiir die Bewegung von Systemen immer
optimale Trajektorien ein. Die zeitabhdngigen Funktionen der einzelnen Freiheitsgrade des Systems g;(t)
fithren also dazu, dass das Funktional & aus (3.56) minimal wird [61]. Als Funktional bezeichnet man
eine Abbildung J : D — R, die innerhalb eines Vektorraums V jedem Vektor v € D des Definitionsbereichs
D eine reelle Zahl J[v] zuordnet. Handelt es sich bei den Vektoren um Funktionen f : R" — R™, geschieht
dies in einem Funktionenraum. Dieser Fall ist hier ausschlaggebend, da hier die einzelnen Freiheitsgrade
g;(t) als Funktionen in Abhéngigkeit zur Zeit zu Grunde liegen. Das Funktional . [q(t)] beschreibt das
Prinzip der kleinsten Wirkung und héngt von der Lagrangefunktion L(q,q, t) ab.

Die 1. Variation (Gateaux-Variation)
Das Funktional & [q(t)] soll minimal sein um dem Prinzip der kleinsten Wirkung zu geniigen. Es muss
also ein ¢*(t) € D im Definitionsbereich gefunden werden, sodass

ty
Sq(t)] = j L(q,q,t) dt — ExTr! (MIN!) (3.65)
0

Ausgehend vom Brachistochroneproblem (s. Abschnitt 2.1) entwickelte Euler eine Methode um Aufga-
ben diesen Typs zu losen. Dabei wird zur angenommenen Losung q*(t) eine benachbarte (variierte)
Funktion q.(t) = q*(t) + € - 6q(t) gebildet (s. Abbildung 3.7). Dieser addiert zur optimalen Funktion
q*(t) eine mit € € R skalierte ,,Abweichung” 6q(t). Fiir diese muss 6q(0) = 6q(t;) = 0 gelten um die
Randbedingungen einzuhalten.
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Abbildung 3.7: Variation der optimalen Funktion g*(t)
Das Funktional . nimmt demnach den Wert
ty

Zq*(t)+e€-6q(t)] :f L(g*+€-6q,4" +€-5q,t) dt = F[€] (3.66)
0

an und ist nun von e abhingig. Es ist offensichtlich, dass das Funktional &#[e] seinen minimalen Wert
fiir e = 0 annimmt, da somit die Abbweichung zum optimalen Verlauf wegfillt. Ein Funktional J[€]
besitzt also einen Extremwert an der Stelle J[e]|.—,. Damit gilt:

d
0= —J[€]

S| =lim(#Tq'(0+e-69(0)] - 7 [g"(0)]) (3.67)

e=0

= lim ~([g.(0] - #Ta"(O]) (3.68)

Die erste Variation eines allgemeinen Funktionals J : R" — R in Abhangigkeit zur Funktion f(x) lautet:

SJLf(x)]

d
EJ[f*(x)—I—e-Sf(x)] (3.69)

e=0

d
= (6] (3.70)
€

e=0

Daraus ergibt sich die erste notwendige Bedingung an die Losung f*(x) fiir ein allgemeines Variations-
problem J[ f(x)] — ExTr!:

SILf*(x)] =0 (3.71)

Die 2. Variation

Die erste notwendige Bedingung (3.71) erfiillen alle Funktionen f(x), die fiir € = 0 einen Extremwert
besitzen, auch solche, die das Funktional J maximal werden lassen. Gesucht ist aber eine Funktion
f*(x), die das Funktional J minimiert. Als zweite Variation bezeichnet man

2

d
I f(x)] = 727 [fe(x)] (3.72)

62
e=0
Daraus ergibt sich die zweite notwendige Bedingung an einen extremalen Losungskandidaten
5% [f(x)] =0 (3.73)

Sie stellt sicher, dass es sich um ein Minimum handelt. Analog kann auch die zweite notwendige Bedin-
gung umformuliert werden, falls ein Maximum erwiinscht ist.
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Bemerkung 3.2. Wie in Gleichung (3.71) und (3.73) gezeigt, gelten die aus der 1. und 2. Variation
hervorgehenden notwendigen Bedingungen auch fiir allgemeinere Funktionale, die nicht notwendiger-
weise die Form J[y(x)] = f ab F(y(x),y'(x),x) dx besitzen. Allerdings gibt die Euler-Lagrangesche Dif-
ferentialgleichung nur die Losung fiir Variationsprobleme mit einem solchen Funktionaltyp an. Es gibt
jedoch Formulierungen der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung, die héhere Ableitungen y™(x)
im Funktional J[y(x)] zulassen.

Die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung lautet:

=0, firi=1,...,n (3.74)

d aL( oo
4t 9q, 199

2q;

Sie bilden die Losung fiir das Variationsproblem (3.65) und ergeben somit die Bewegungsdifferential-
gleichungen fiir ein dynamisches System, dass durch die Lagrangefunktion L(q,q, t) beschrieben wird.
Der Beweis gelingt durch Einsetzen des Funktionals (3.56) in die erste notwendige Bedingung (3.71).
Er wird nun fiir den eindimensionalen Fall gezeigt, kann aber ohne weiteres auf hoherdimensionale
Probleme {iibertragen werden.

0=5[q(t)] (3.75)
d (Y
S0= EJ L(@*+€-6q,q"+€-6q,t) |—o dt (3.76)
0
Y dL(q*q",t dL(q*,q% t
oo CY ).5q+ (q L )-5th (3.77)
Jo dq dq
YdL t “ d dL t dL(q*, g%t =ty
oo [ (q 40 5th—f dt% 5q dt +[%~5q} (3.78)
Jo 0 i t=0
s dL(q ,q%t)  d dL(q%, 4", t)
0=( el -8q dt 3.
=07, ( dq  _di dg ) 1 (3.79)

Dieser Term (3.79) muss fiir beliebige 6q den Wert 0 annehmen. Also gilt die eindimensionale Euler-
Lagrangesche Differentialgleichung:

O—d d L( t) dL( t) (3.80)
_dtd qq’ qq’ .

Das Variationsproblem (3.65) (und Variationsprobleme in der gleichen Form, wie sie in Bermerkung 3.2
beschrieben sind) kann also in das Randwertproblem der Differentialgleichung (3.74) mit den Bedin-
gungen q(0) = q, und q(t;) =¢q t iiberfiihrt werden. Falls nicht sichergestellt werden kann oder es aus
physikalischen Griinden nicht ersichtlich ist, dass die iiber die Euler-Lagrangesche Differentialgleichung
bestimmte Losung minimal, sondern ggf. maximal ist, miissen zusétzliche Kriterien (darunter die aus
der zweiten Variation hervorgehende Legendre-Clebsch Bedingung (3.81)) iiberpriift werden.

2

2
—L(q,4,t)=0 (3.81)
24
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3.3.2 Dynamikmodell eines Industrieroboters mittels Lagrange-Formalismus

Analog zu Abschnitt 3.2.1 kann die Dynamik von Robotern auch mit dem soeben vorangegangenen
Lagrange-Formalismus entwickelt werden. Generell ist die Berechnungseffizienz im Vergleich zur Newton-
Euler Rekursion nicht so hoch. Allerdings konnen die entstehenden Formeln geschickt zusammengefasst
und umgeformt werden, sodass auch damit effiziente Berechnungen moglich sind. Diese Prozedur ist
aber meist sehr aufwiandig und nur von Hand durchzufiihren. Ein Vorteil des Lagrange-Formalismus ist
die Anwendbarkeit auf allgemeine Dynamikmodelle, wobei die Newton-Euler Rekursion auf baumartige
Strukturen beschrankt ist. Die Berechnung der Roboterdynamik umfasst die Herleitung der kinetischen
und potentiellen Energie sowie das Aufstellen der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung. Eine Zu-
sammenfassung der einzelnen Berechnungschritte folgt [55]:

o Berechnung der kinetischen Energie K; fiir Roboterglied i:

1 1
Ki(g, @) =5 m; i - + 5 o) I %o (3.82)
1 1
=5 mi (o @y )+ 50 @' 9L (Vi 4) (3.83)
1
= E qT (mi(OJc,»,v)T OJci,v + (OJiw)T CiliOJi,w) q (384)

mit %v, =°J, ,(q) ¢ und °w; =°J; ,(q) g

o Berechnung der gesamten kinetischen Energie K des Manipulators:

K(q,9) = K(q.4) (3.85)
i=0
1. 1 . )
=34’ (ZO] (O )" Oy + )T 4 (%,@)) g (3.86)
:=Mq)
1 .
=54 -M(q)-q (3.87)

o Berechnung der potentiellen Energie P; fiir Roboterglied i:

P,=-mq' Ore + Pressi (3.88)

o Berechnung der gesamten potentiellen Energie K des Manipulators:

P(q)=) P (3.89)
i=0
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o Die Lagrangefunktion lautet somit:

L(q,q)=K(q,q9)—P(q) (3.90)

%qT (i (mi(OJci,v)T OJcl-,v + (OJi,w)T Cili (OJi,w))) q - i (_miqT Orci + PRef,i) (391)

i=0 i=0

o Einsetzen in die Euler-Lagrangesche Gleichung (3.74) mit 7; als nicht konservative Motormo-
mente auf der rechten Seite ergibt schlieRlich:

d oL OJL _ 3.92
dt 93, g, o
d aK(q(t),q)_8K(q(t),q)+5P(q):Ti(t) (3.93)

dt aql aql 8ql

Symbolisches Ausrechnen fiihrt auf die aus Abschnitt 3.2.1 bekannte inverse Dynamikgleichung (3.51).

T=M(q)-4+C(q,q9)+G(q)

Beide Verfahren, Newton-Euler Rekursion und Langrange-Formalismus, fiihren also auf ein dquivalentes
Dynamikmodell. Die benutzten Bezeichner sind analog zur Tabelle 3.2. Die speziell fiir diesen Algorith-
mus verwendeten Variablen sind in der folgenden Tabelle erlautert 3.3.

Bezeichner | Bedeutung
g Gravitationsvektor
K; kinetische Energie des i.-ten Glieds
K kinetische Energie des Roboters
p; potentielle Energie des i.-ten Glieds
p potentielle Energie des Roboters
Prey i potentielle Energie des i-ten Glieds aufgrund der Referenzhéhe (=const.)
Upy Jacobimatrix des Manipulators: Abbildung von ¢ nach %v,.
Up.w Jacobimatrix des Manipulators: Abbildung von ¢ nach “w,,.
L Lagrangefunktion

Tabelle 3.3: Erlauterungen zu den im Lagrange-Formalismus verwendeten Variablen

Ein ausfiihrliches Beispiel zur Berechnung der Dynamik eines 2-DoF Manipulatorarms mit dem Lagrange-
Formalismus ist in [55] zu finden.

3.4 Numerische L6sung von Bewegungsdifferentialgleichungen

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen von Systemen mit Hilfe der Newtonschen Gesetze oder
dem Lagrange-Formalismus entstehen gewohnliche Differentialgleichungen (ODE 7) zweiter Ordnung.

7 engl.: Ordinary Differential Equation
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Jede Differentialgleichung hoherer Ordnung kann iiber die Einfiihrung von Hilfsvariablen in ein System
von Differentialgleichungen erster Ordnung umgeformt werden.

X =f(x,x,t) (3.94)

X1i1=X, Xg:=X — X = (2) (3.95)
S o Xo

e x=f(%)= (f(X1,x2> t)) (3.96)

Beispiel 3.4. Einmassenschwinger Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
Mit der vorangegangenen Umformungsvorschrift kann Gleichung (3.20) zu einem Differentialgleichungs-
system 1. Ordnung umgewandelt werden.

e y
X= (v) = (%x(t)+ #u(t)) (3.97)

Des Weiteren kann jede nicht autonome Differentialgleichung, die eine explizite Zeitabhangigkeit der
rechten Seite x(t) = f(x,t) besitzt, in ein autonomes System x(t) = f(x) transformiert werden [1].
Dies geschieht iiber die Einfiithrung einer so genannten ,Uhrzeitvariablen“ x,,; = t mit der Anfangsbe-
dingung x,_;(0) = 0. Die Ableitung dieser Variable ist offensichtlich x,,; = 1. Das entstehende autonome
Differentialgleichungssystem lautet:

X f1(x)
=] 1 |=] ° (3.98)
Xp fn(x)
xn+1 1

Somit kann jede gewohnliche Differentialgleichung auf ein System in Standardform (3.99) gebracht
werden.

x(t) = f(x(t)) (3.99)
Ist die DGL zusétzlich steuerbar iiber eine Funktion u(t), erhilt man die Standardform (3.100).
x(t) = fx(t),u(t)) (3.100)

Fiir das Anfangswertproblem (IVP) (3.101)-(3.104) konnen verschiedene numerische Losungsalgorith-
men eingesetzt werden, die jeweils einen Kompromiss zwischen Berechnungseffizienz und Genauigkeit
darstellen. Es folgt eine Ubersicht der gebrduchlichsten Integrationsmethoden, die sich in explizite und
implizite Methoden einteilen lassen. Weiterfiihrende Techniken, wie die adaptive Zeitschrittweitenbe-
stimmung fiir ein optimales At oder Mehrschrittverfahren, sind z.B. in [62] zu finden.

x(6) = f(x()) (3.101)
x) _ [v(t)
“(2)-() 502
R (’v‘) - (;F((t;)) (3.103)

mit x(0) = x,, v(0)=v, (3.104)
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3.4.1 Explizite Integrationsmethoden

Explizite Methoden berechnen den neuen Systemzustand zur Zeit t; ; = t; + At ausschlieBlich aus vor-
angegangenen Zeitpunkten. Dazu miissen die Terme auf den rechten Seiten der Integrationsvorschriften
nur ausgewertet werden. Das Auflésen nach einer Variablen bzw. das Losen eines (ggf. nichtlinearen)
Gleichungssystems ist nicht erforderlich, da bereits alle Terme der rechten Seite bekannt sind.

Explizites Euler-Verfahren

Das explizite Euler-Verfahren ist eine sehr schnelle Methode und besitzt einen Positions- und Geschwin-
digkeitsfehler der GroRenordnung @(At?). Allerdings eignet sie sich nicht dazu steife Differentialglei-
chungen zu berechnen, da sie nicht notwendigerweise stabil arbeitet. Hierfiir wére eine sehr kleine
Zeitschrittweite At notig, was sich wiederum negativ auf die eigentlich hohe Berechnungseffizienz aus-
wirkt.

V(t0+At):V0+At a(to) (3.105)
x(ty+At)=xy+ At v(ty) (3.106)

Verlet-Verfahren
Das Verlet-Verfahren bend6tigt ebenso wie das Euler-Verfahren nur eine Auswertung der Beschleunigung
a. Liegen keine geschwindigkeitsabhidngigen Dampfungs- oder Reibungseffekte in der Systemdynamik
vor, kann auf die Berechnung von Gleichung (3.107) verzichtet werden, da in diesem Fall beide Integra-
tionsvorschriften entkoppelt sind. Die neue Position (3.108) ist in diesem Fall nur noch abhéngig von
den beiden vorausgegangenen Positionen und der Beschleunigung. Die Geschwindigkeit lasst sich mit
Fehlerordnung ¢(At) und die Position mit Fehlerordnung ¢(At*) bestimmen.
x(tg+ At) —x(t
v(ty+ At) = (to Az (to) (3.107)
x(to+ At) =2x(t,) — x(to — At) + At?a(t,) (3.108)

Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Das Runge-Kutta-Verfahren arbeitet sehr exakt und besitzt die Gesamtfehlerordnung @(At>). Bei dieser
Methode ist jedoch eine viermalige Berechnung der rechten Seite der Dynamik noétig, was sehr aufwéndig
ist. Runge-Kutta-Verfahren hoherer Ordnung kénnen mit dem Butcher-Schema ermittelt werden [63].

. k, At
. ks At
k4:At f(i0+k3, t0+At) (3.112)
1

3.4.2 Implizite Integrationsmethoden

Implizite Verfahren haben auf ihrer rechten Gleichungsseite auch eine Abhingigkeit zu Systemzustanden
des aktuellen Zeitschritts t;,;. Terme auf der rechten Seite enthalten nun Unbekannte, die erst durch
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Umformungen und Losen eines meist nichtlinearen Gleichungssystems bestimmt werden miissen. Sie
arbeiten stabiler als explizite Verfahren und konnen mit grof3eren Zeitschrittweiten umgehen. Exem-
plarisch wird das implizite Euler-Verfahren vorgestellt, das sich nur in der Berechnungsvorschrift fiir
v(t; + At) unterscheidet (vgl. Gleichung (3.105) mit (3.114)).

Implizites Euler-Verfahren

Das implizite Euler-Verfahren ist uneingeschrankt stabil. Die Berechnung von Gleichung (3.114) erfor-
dert das Losen eines Gleichungssystems. Falls v nichtlinear in a(t) vorkommit, ist auch das Gleichungs-
system nichtlinear und muss ggf. iterativ gelost werden, was die Berechnungsdauer des Verfahrens
maldgeblich beeinflusst. Das Ergebnis kann dann in die Positionsgleichung (3.115) eingesetzt werden,
welche wie im expliziten Fall ausgewertet werden kann.

v(to+ At)=vy+ At a(ty + At) (3.1149)
x(to+At)=xy+ At v(ty+ At) (3.115)
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4 Optimierung

Mit der computergestiitzten Simulation ist ein Werkzeug vorhanden, das viele Probleme von realen expe-
rimentellen Versuchen umgeht. In der Forschung und Entwicklung ist es oft notig natiirliche Phdnomene
und Vorgénge sowie das Verhalten von Systemen und Konstruktionen zu analysieren um sie gegeniiber
einer Theorie zu verifizieren. Die dazu bendtigten Experimente zur empirischen Datenerhebung kénnen
sich aber in vielen Bereichen als zu teuer, zu geféhrlich oder als unpraktikabel erweisen. Simulationen
bieten die Moglichkeit solche Versuche am Computer durchzufiihren. Sie bilden neben Theorie und Ex-
periment die so genannte dritte Sdule der Wissenschaft. Dabei muss man jedoch stets beachten, dass
nur Modelle simuliert werden, die Einschrankungen gegeniiber der Realitdt aufweisen. Die Ergebnisse
einer Simulation miissen deshalb stets auf ihre Plausibilitat hin iiberpriift werden. Schlagt diese Veri-
fikation (der Resultate) fehl, ist es notig ein genaueres Modell zu entwickeln. Kann das Verhalten von
Systemen ausreichend genau beschrieben werden, ist es ein weiteres Bestreben sie so zu beeinflussen
und zu steuern, dass sie in hohem Mal3e effizient einem vom Anwender gewiinschten Zweck dienen.
Das Kriterium, nachdem die Qualitit des Systemverhaltens bewertet wird, kann dabei frei gewahlt wer-
den. Die Aufgabe der Optimierung ist sicherzustellen dieses Zielkriterium unter Einhaltung eventueller
Nebenbedingungen méglichst gut zu erreichen.

4.1 Statische nichtlineare Optimierung

Bei der statischen Optimierung werden Parameter eines Systems gesucht, sodass eine oder mehrere
bestimmte Eigenschaften dieses Systems moglichst gut erfiillt werden. Dieser Abschnitt behandelt den
Typ von kontinuierlich nichtlinearen Systemen, die nur nach einem Kriterium hin optimiert werden. In
der Literatur werden diese Probleme als NLP ! Probleme bezeichnet. Kontinuierlich bedeutet hierbei,
dass die Parameter des Systems jeweils in R liegen. Zuséitzlich konnen Nebenbedingungen die Wahl
der Parameter einschrdnken, wobei dann von einem restringierten Optimierungsproblem gesprochen
wird. Die Grundlagen und im Folgenden verwendeten Begriffe sollen mit Hilfe eines einfachen Beispiels
eingefiihrt werden.

Beispiel 4.1. Bei der Herstellung von Konservendosen, wie sie in der Lebensmittelindustrie iiblich sind,
sollen Materialkosten minimiert werden. Diese ergeben sich aus dem Verbrauch von Blech, aus dem
ein Zylinder geformt wird. Die Oberfldche des Zylinders soll somit minimiert werden. Die mathemati-
sche Formel fiir die Zylinderoberflache bildet die Zielfunktion ¢ (p) des Optimierungsproblems. Sie ist
abhéngig von Parametern p, die bei der Herstellung des Zylinders gewéhlt werden (s. Abbildung 4.1).

A

Abbildung 4.1: Héhen- und Radiusparameter des Blechzylinders

1 engl: Nonlinear Programming
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Dies ist der Radius der Grundflache p; und die Hohe des Zylinders p,. Gesucht sind die optimalen Pa-
rameter p* = (p;*,p,*)" € R? der Zielfunktion ¢(p). An die Herstellung sind Bedingungen gekniipft.
Die Produktionsmaschinen konnen nur ein gewisses Spektrum an Formen produzieren, d.h. die Wahl
der Parameter wird durch explizite Restriktionen eingeschrankt. Der Radius und die Zylinderh6he wer-
den also durch obere und untere Schranken begrenzt (upper bounds / lower bounds) p; < p; < pY fiir
i = 1,2. Zusétzlich konnen weitere nichtlineare Restriktionen hinzukommen. Die Fiillmenge (das Volu-
men des Zylinders) muss in der Realitdt haufig einen bestimmten Wert V,, annehmen. Dies kann tiber die
Gleichheitsrestriktion a(p) = 0 ausgedriickt werden. Auflerdem sind weitere nichtlineare Ungleichheitsre-
striktionen moglich b(p) < 0. Die expliziten Restriktionen konnen o.B.d.A. durch Ungleichheitsrestiktionen
ausgedriickt werden. Das Optimierungsproblem lautet somit:

min ¢(p) =27p,p, + 27'cpf , S.t. “4.1)
pER?
a;(p) = “prz -%=0 4.2)
bi(p) =p1 _Pij <0 (4.3)
by(p) =—p; +py <0 (4.4)
bs(p)=p;—p; <0 (4.5)
by(p)=—p;+p; <0 (4.6)

Funktion (4.1) ist die Zielfunktion, die die Zylinderoberfldche beschreibt. Funktion (4.2) ist die Gleich-
heitsrestriktion zur Einhaltung des gewiinschten Zylindervolumens V. Die Ungleichheitsrestriktionen
(4.3)-(4.5) sind die umgeformten Parameterbeschrdnkungen. Allgemein hat ein NLP Optimierungspro-
blem die folgende Form:

min ¢(p), s.t. 4.7)
pER™
a(p)=0,a:R™ — R" (4.8)
b(p)<0,b:R%»—R™ (4.9

Ublicherweise werden Optimierungsprobleme als Minimierungsprobleme formuliert. Sollte ein Maxi-
mierungsproblem vorliegen, kann dieses durch ein Vorzeichenwechsel der Zielfunktion ¢(p) = —¢(p)
auf ein Minimierungsproblem transformiert werden. Dasselbe gilt fiir Ungleichheitsrestriktionen, die
alle auf eine kleiner-gleich Beziehung gebracht werden konnen. Auferdem werden die Restriktionen so
umgeformt, dass sie auf der rechten Seite den Wert 0 annehmen.

Es gibt eine Vielzahl an verschiedenen Losungsstrategien um Probleme der Form (4.7)-(4.9) zu l6sen.
Die Anzahl der Auswertung der Zielfunktion und der nichtlinearen Nebenbedingung verursachen dabei
den Grofteil des Rechenaufwands. Die Zielfunktion liegt meist nicht in algebraischer Form vor, sondern
wird durch eine Simulation beschrieben. Ein prinzipielles Problem, das alle Algorithmen gemein haben,
ist die Bestimmung des globalen Optimums. Wurde ein Minimum durch den Algorithmus gefunden, ist
nicht bekannt, ob dieses auch das globale Minimum der Zielfunktion ist. Es existiert jedoch eine spezi-
elle Klasse von Problemen, bei denen das einzige Optimum gleichzeitig das globale Optimum ist. Sind
Optimierungsprobleme konvex, ist sichergestellt, dass ein gefundenes Minimum das globale Minimum
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darstellt. Fiir die Konvexitét eines Optimierungsproblems sind zwei Bedingungen zu erfiillen [30]. Eine
Zielfunktion heil3t konvex, wenn gilt:

¢ : [pf,pij] X ... X [pﬁp,pgp] — R (4.10)
$(0-py+(1-0)-pg)<0-9(p)+(1—-06)-¢(pp) (4.11)
Vpaps € [P, P71 % ... x [p; .y 1 VO €[0,1] (4.12)

Der Term auf der rechten Seite von Ungleichung (4.11) stellt die Geradengleichung zwischen zwei zu-
lassigen Funktionswerten ¢(p,) und ¢ (py) dar. Alle anderen Punkte, die von ¢(p,) und ¢ (py) begrenzt
werden, miissen einen kleineren oder den gleichen Funktionswert der Geraden annehmen (linke Seite
von Ungleichung (4.11)). Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 4.2 illustriert.

TR
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(a) Konvexe Funktion (b) Nicht konvexe Funktion

Abbildung 4.2: Darstellung der Konvexitdtsbedingung an die Zielfunktion

Die Menge M aller zulédssigen Punkte, also aller Punkte p, die die Restriktionen (4.8)-(4.9) des Optimie-
rungsproblems erfiillen, heil3t konvex wenn gilt:

q=0-p,+(1-6)-pgeM; Vp,,pgeM; VO <€[0,1] (4.13)

Dies bedeutet, dass alle Punkte q auf einer Verbindungsstrecke zwischen zwei beliebigen und zuldssigen
Punkten p, und p; wiederum zuléssig sein miissen. In Abbildung 4.3 ist dies verdeutlicht.

(a) Konvexe Menge (b) Nicht konvexe Menge

Abbildung 4.3: Darstellung der Konvexitatsbedingung an die Parametermenge

Die genannten Bedingungen an die Zielfunktion ¢ und die zuldssige Menge M sind hinreichend, jedoch
nicht notwendig fiir eine eindeutige globale Losung des Optimierungsproblems. Das bedeutet, es kann
durchaus Optimierungsprobleme geben, die diese Bedingungen nicht erfiillen, aber trotzdem nur ein
globales Minimum besitzen.
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4.1.1 Gradientenbasierte Optimierungsverfahren

Gradientenbasierte Algorithmen [64], [1] nutzen die aus der Analysis bekannte Tatsache, dass Funk-
tionen in einem Minimum stationidr werden V¢ (p) = 0. Sie analysieren Gradienteninformationen V¢
der Zielfunktion (sowie der Nebenbedingungen Va;, Vb;) und bestimmen damit eine Suchrichtung, die
zu einer Verringerung des Zielfunktionswerts fiihrt. Allerdings reicht die Bedingung V¢ (p) = 0 allein
fiir einen stationdren Punkt innerhalb des zuldssigen Bereichs nicht aus. Es muss aufSerdem {iberpriift
werden, ob es sich nicht um ein Maximum oder einen Sattelpunkt handelt. Dazu wird die Kriimmungs-
information, die Hessematrix V2¢ = H,, im stationdren Punkt untersucht. Ist diese positiv definit, ist
die Kriimmung um den stationdren Punkt konvex und es liegt ein Minimum vor. Es kann allerdings auch
der Fall sein, dass das Minimum auf dem Rand des zulédssigen Bereichs liegt. Enthélt das NLP Problem
Gleichheitsrestriktionen a(p), gilt dies sogar immer. Fiir Ungleichheitsrestriktionen b(p) kann dies zu-
treffen oder aber das Minimum liegt komplett im Inneren des zuldssigen Bereichs. Um auch Minima am
Rand des zuléssigen Bereichs finden zu konnen, wird die Lagrange-Funktion (4.14) eingefiihrt, die neben
dem Zielfunktionswert ¢ auch die Werte der Nebenbedingungen a und b beriicksichtigt.

L(p,uA)=¢(p)+um-a(p)+A-b(p) (4.14)

pund A sind die so genannten Lagrangemultiplikatoren fiir die Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktio-
nen. Ist eine Nebenbedingung i fiir ein Optimum p* auf dem Rand des zuldssigen Bereichs aktiv, dann
gilt a;(p*) = 0 bzw. b;(p*) = 0. Die vollstindigen Bedingungen fiir ein restringiertes Optimierungspro-
blem bilden die so genannten Karusch-Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen [64], [1]. Sie sind im Appendix
C zu finden. Sie geben Bedingungen fiir ein (lokales) Minimum vor, unabhéngig davon, ob es sich auf
dem Rand oder komplett innerhalb des zuldssigen Bereichs befindet. Allerdings gibt es auch Techniken
um restringierte Probleme auf unrestringierte Probleme zu transformieren. Damit tritt die Unterteilung
in einen zuldssigen und unzulédssigen Bereich in den Hintergrund. Dabei wird der Funktionswert der
Zielfunktion im ehemals unzuldssigen Bereich durch Straffunktionen so erhoht, dass er fiir die Optimie-
rungsalgorithmen moglichst uninteressant als Suchraum und somit vermieden wird. Fiir Straffunkti-
onsverfahren ist wiederum die alleinige Betrachtung der Bedingungen an die modifizierte Zielfunktion
V¢(p) =0und Hy, — positiv definit ausreichend. Allerdings kann nicht fiir alle Straffunktionsverfahren
garantiert werden, dass am Ende das gefundene Minimum auch tatsdchlich im zuléssigen Bereich liegt
(vgl. externe und interne Straffunktionsverfahren [64]).

Suchrichtungsverfahren 1. Ordnung:

Suchrichtungsverfahren 1. Ordnung benutzen die erste Ableitung der Zielfunktion, um eine Abstiegs-
richtung zu finden, die moglichst effizient und robust den Funktionswert reduziert. Entlang dieser Such-
richtung wird dann eine so genannte Liniensuche ? durchgefiihrt um die Schrittweite a zu ermitteln. Das
Minimum der Liniensuche bildet den neuen Startpunkt zur Suchrichtungsbestimmung. Somit wird ein
mehrdimensionales Optimierungsproblem auf eine Folge von eindimensionalen Liniensuchen reduziert.
Die Methode des Steilsten Abstiegs [65] nutzt aus, dass der Gradient der Zielfunktion in Richtung des
steilsten Aufstiegs zeigt. In Richtung des Gradienten steigt der Funktionswert also am schnellsten. Die
Suchrichtung d© der Methode liegt dementsprechend genau entgegengesetzt d©) = —v¢(p*®). Der
Index (k) deutet hierbei den aktuellen Schritt an. Der Nachteil dieser Methode ist, dass alle aufeinan-
der folgenden Suchrichtungen immer senkrecht zueinander stehen. Dadurch kann das Verfahren in der

2 Fiir die Liniensuche gibt es spezielle effiziente Verfahren, wie z.B. Intervallschachtelung, die Methode des Goldenen

Schnitts, Interpolationsverfahren sowie unvollstdndige Liniensuche [64].
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Néhe eines Minimums (langgestrecktes Tal) sehr langsam werden. Die Methode der konjugierten Gradi-
enten [65] kann fiir quadratische Zielfunktionen das Minimum in n, Schritten finden. Selbst fiir nicht
quadratische Zielfunktionen ist die Annahme einer quadratischen Funktion in der Ndhe des Minimums
meist eine gute Approximation, was den Einsatz dieses Verfahrens in vielen Fillen rechtfertigt. Zusam-
menfassend lassen sich die Methoden 1. Ordnung iiber die Iterationsformel (4.15) charakterisieren, die
sich alle mittels der Bestimmung einer Suchrichtung d® und einer Schrittweite a®®) sukzessive durch
den Suchraum bewegen.

p*HD = p®) 4 o) g® (4.15)

Diese Iteration wird solange durchgefiihrt, bis ein Abbruchkriterium (z.B. die KKT-Bedingungen) erfiillt
ist. Je nach Wahl des Kriteriums gilt dann im besten Fall p(® = p*.

Suchrichtungsverfahren 2. Ordnung:

Bei Methoden 2. Ordnung [64],[1] wird neben dem Gradienten noch zusitzlich die Hessematrix H,,
benotigt. Das Newton-Verfahren [65] wird urspriinglich zur Nullstellenbestimmung einer Funktion ein-
gesetzt. Wie bereits erwahnt, wird die Zielfunktion im Minimum stationdr V¢(p*) = 0. Somit kann
das Newton-Verfahren auch als Optimierungsalgorithmus eingesetzt werden, wobei die Nullstellen der
1. Ableitung der Zielfunktion gesucht werden. Insgesamt ist das Verfahren also von 2. Ordnung. Dabei
wird die Ableitung der Funktion (der Gradient der Zielfunktion) durch eine lineare Funktion angenihert
und die Nullstelle dieser Ndaherung bestimmt.

Vo)~ V(D) =Vo(p®)+ Vi (p®)p - p®) =0 (4.16)
Vé(p)=Ve(p®) +Hy(p—p*)=0 (4.17)
(4.18)

Daraus kann folgende Iterationsvorschrift bestimmt werden.
p* ™ =—H1-vo(p®)+p® (4.19)
Die Suchrichtung des Verfahrens ergibt sich aus der Differenz aus altem und aktuellem Iterationspunkt.
d® = p(k) _p(k—l) — —H;l . qu(p(k)) (4.20)

Damit kann analog zu den Suchrichtungsverfahren 1. Ordnung die Iterationsvorschrift (4.15) benutzt
werden um ein Minimum zu finden. Bei der Quasi-Newton-Methode wird der rechenintensive Schritt
der Bestimmung der inversen Hessematrix H~! durch ein Ndherungsverfahren sukzessive in jedem Ite-
rationsschritt aufgebaut. Hierfiir kann z.B. das BFGS-Verfahren 3 [65] eingesetzt werden. Die dabei
entstehenden Suchrichtungen sind konjugiert.

SQP - Sequential Quadratic Programming:

SQP Verfahren [9], [1] eignen sich besonders zur effizienten Losung hochdimensionaler NLP Probleme.
Spezielle Implementierungen nutzen dabei diinnbesetzte * Gradienten und Jacobimatrizen aus. Es exi-
stieren zahlreiche Varianten und Erweiterungen, die die Berechnung des SQP Algorithmuses schneller

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

4 engl.: sparse
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machen. Ausgehend von einer Startschitzung p*) (mit k = 0 im ersten Schritt) werden alle aktiven Re-
striktionen a;(p®) = 0 und b j(p(k)) = 0 bestimmt sowie eine Ndherung der Lagrangemultiplikatoren ,ugk)
und Agk). Da nur noch die aktiven Nebenbedingungen betrachtet werden, kann man alle Restriktionen
als Gleichheitsnebenbedingung auffassen und einen einheitlichen Lagrangemultiplikator u® benutzen.
Nun wird dhnlich zur (Quasi-)Newton-Methode (s. vorigen Absatz in 4.1.1) verfahren, wobei nun aber
die Lagrangefunktion (s. Gleichung (4.14)) verarbeitet wird. Sie wird mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung

approximiert, fiir welche die Nullstelle ermittelt werden soll.

0\ . d
(O) = VL(p,w) ~ VL(p®, u®) + Hyp(@™, ™) - (d”) (4.21)
u

Analog zu den Schritten in Gleichungen (4.19) und (4.20) kann daraus eine Suchrichtung bestimmt
werden, was {liber die Losung des folgenden Gleichungssystems nach (d,,,d M)T geschieht.

d
Hip (P ) (dp) =-vL(p®,u®) (4.22)
w

Statt dieses Gleichungssystem direkt zu 16sen, kann daraus auch ein dquivalentes Optimierungsproblem
formuliert werden, was die spezielle Gestalt eines quadratischen Problems (QP) besitzt. Die Bezeich-
nung SQP geht also auf das iterative Losen quadratischer Optimierungsprobleme zuriick. Das QP zur
Bestimmung der Suchrichtung lautet:

1
; (x) )" 24T ®) 0.

d%w(p )+ (V™)) d, +5d, -H,(p®,u®)-d, s, (4.23)

a(p®)+J7(p®)-d, =0 (4.24)

Die Ermittlung der Suchrichtung iiber das QP ist wesentlich robuster als das Losen des Gleichungssystems
(4.22), weshalb auf diese Methode fiir das SQP Verfahren zuriickgegriffen wird. Ist die Suchrichtung
bestimmt, wird als nichstes die Schrittweite a'*) mit Hilfe einer Testfunktion (merit function) ermittelt.
Auch hier wird nun wieder solange die Iterationsvorschrift (4.15) angewendet, bis ein Abbruchkriterium
erfiillt ist.

Innere-Punkt-Verfahren

Innere-Punkt-Verfahren benutzen eine spezielle Klasse von Straffunktionen. Sie sorgen dafiir, dass die
einzelnen Optimierungschritte im Inneren des zulédssigen Bereichs verlaufen, indem sie die Ungleich-
heitsrestriktionen durch einen logarithmischen Barriereterm [64] zur Zielfunktion hinzufiigen. Sie wur-
den anfangs fiir konvexe Probleme eingesetzt. Aktuelle Varianten kénnen aber auch fiir allgemeine NLP
Probleme benutzt werden. Das NLP Problem (4.7)-(4.9) wird umformuliert auf [66]:

min ¢,(p) = $(P) =~ p ) In(p)) ,5.t. (4.25)
i=1
c(p)=0 (4.26)

Die modifizierte Zielfunktion (4.25) hdngt nun von einem Parameter u ab, der den Verlauf der Barriere-
funktion steuert. Offensichtlich stimmen das urspriingliche Optimum p* mit dem Optimum aus (4.25)
um so besser {iberein, je mehr u — 0. Es wird deshalb eine Serie von Optimierungen durchgefiihrt,
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bei der u stetig reduziert wird und das Ergebnis des vorangegangenen Laufs den Startwert des aktuel-
len bildet. Dies wird solange durchgefiihrt, bis die notwendigen Bedingungen fiir das Barriereproblem
(4.25)-(4.26) erfiillt sind [66].

Vf(p)+Ve(p)y —2=0 (4.27)
c(p)=0 (4.28)

XZe—ue=0 (4.29)

p,2=>0 (4.30)

(4.31)

Hier sind y € R™ und z € R" die Langrangemultiplikatoren fiir die Gleichheits- und expliziten Restriktio-
nen. AuRerdem gilt X = Diag(p), Z = Diag(z) und e = (1,...,1)". Die einzelnen Optimierungsldufe mit
festem u lassen sich wiederum mit einem Newton-Typ-Verfahren durchfiihren.

4.1.2 Gradientenfreie Optimierungsverfahren

Gradientenfreie Optimierungsverfahren [1] eignen sich, falls die Berechnung von Ableitungen nicht mog-
lich, ihre numerische Approximation zu aufwendig, ungenau oder rechenintensiv ist. Verfahren der
gradientenfreien Optimierung arbeiten meist langsamer und ungenauer, da sie die zusétzlichen Informa-
tionen, die den gradientenbasierenden Verfahren vorliegen, nicht benutzen kénnen. Deshalb werden sie
meist nur in speziellen Szenarien eingesetzt.

Methoden 0. Ordnung

Methoden dieser Ordnung benutzen nur die Funktionswerte von ¢ und nicht deren Ableitungen. Auch
die Restriktionen a und b werden nur direkt ausgewertet und nicht differenziert. Das Nelder-Mead-
Simplex-Verfahren [65] generiert eine geometrische Struktur, einen Simplex, der sich nach bestimmten
Regeln aufgrund der Funkionswerte an seinen Eckpunkten durch den Optimierungsraum bewegt. Auch
Mustersuchverfahren wie das Asynchronous-Parallel-Pattern-Search (APPS) [1] tasten den Suchraum
nach gewissen Richtlinien ab und bilden dabei spezielle Formen. Andere Verfahren, z.B. Dividing Rec-
tangulars (DIRECT) [65], zerteilen den Suchraum und verfeinern eine bestimmte Auswahl der dabei
entstehenden Zellen, die giinstige Eigenschaften besitzen. Allgemein kann die Konvergenz in ein Mini-
mum dieser Verfahrensklasse nicht sichergestellt werden, was ein entscheidender Nachteil ist.

Nichtdeterministische Suchverfahren

Eine spezielle Klasse dieser Optimierungsmethoden sind die nichtdeterministischen Suchverfahren [64],
[1]. Sie besitzen alle eine Zufallskomponente in ihrem Algorithmus. Das bedeutet, dass der Verlauf
der Optimierung nicht vorhersehbar ist und mehrmaliges Anwenden auf dieselbe Problemstellung un-
terschiedliche Optimierungsverlaufe ergeben kann. Somit sind auch unterschiedliche gefundene Minima
als Ergebnis der Optimierung moglich. Ihr groRer Vorteil liegt in der Eigenschaft globale Optima aufspii-
ren zu konnen. Klassische Optimierungsverfahren verfolgen eine , greedy“-Strategie und akzeptieren in
jedem Schritt nur gleichbleibende oder bessere Funktionswerte. So konvergieren sie auf direktem Weg
in das néchstgelegene lokale Minimum. Die Vorgabe guter Startwerte nahe am globalen Optimum ist
also fiir diese Verfahrenstypen essentiell. Dies ist in der Praxis aber ein schwieriges Problem. Nichtdeter-
ministische Verfahren konnen aufgrund ihrer Zufallskomponente in manchen Schritten auch schlechtere
Funktionswerte akzeptieren. Befinden sie sich in einem lokalen Minimum, besitzen sie die Chance aus
diesem herauszukommen und darauthin in ein anderes Minimum zu konvergieren. Am Ende wird der
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bisher beste Wert ausgegeben, der moglicherweise das globale Optimum ist. Evolutiondre und genetische
Algorithmen [64] sind bekannte Verfahren dieser Klasse. Sie codieren mehrere Punkte p; des Parame-
terraums, die sich rekombinieren und Nachkommen erzeugen kénnen. Die Zufallskomponente wird
entweder iiber die Auswahl der Individuen fiir den nichsten Optimierungsschritt (genetisch) oder iiber
Rekombinations- und Mutationsmethoden (evolutiondr) implementiert. Das Particle-Swarm-Verfahren
[64] basiert ebenfalls auf in der Natur vorkommenden Prinzipien. Einzelne Partikel durchsuchen den
Optimierungsraum und merken sich ihren eigenen bisher besten Parameter p. Sie tauschen aber auch
Informationen untereinander aus und kennen somit den besten Parameter p$ des ganzen Schwarms. Sie
passen ihre Suchrichtung gemal} dieser Informationen an und imitieren somit das Verhalten einer sozial
kooperierenden Gruppe.

4.2 Dynamische nichtlineare Optimierung

Im Gegensatz zur statischen Optimierung wird bei der dynamischen Optimierung kein einzelner opti-
maler Parameter p* einer Funktion ¢(p) gesucht, sondern vielmehr eine optimale Funktion x*(t). Die
Unbekannte ist also eine Funktion, die von einer unabhingigen Variablen t abhangt. Die dabei zu mini-
mierende Zielfunktion ist vom Typ eines Giitefunktionals J[x] : D € R™ — R (s. Abschnitt 3.3.1). Haufig
wird auch von einem unendlichdimensionalen Optimierungsproblem gesprochen, da x*(t) fiir jeden be-
liebigen reellen Wert t innerhalb der Schranken t = 0 und t = t; optimal sein muss. Die notwendigen
Bedingungen an eine Losung konnen mit Hilfe der Variationsrechnung hergeleitet werden. Wie bereits
in Abschnitt 3.3.1 gezeigt, kann die Minimierung des Funktionals J[x(t)] in ein Variationsproblem der
Form

J[x(t)] = J f L(x(t),x(t),t) dt — ExTr! (MIN!) (4.32)
0

iiberfiihrt werden. Die Losung wird mit Hilfe der ersten und zweiten Variation (s. Abschnitte in 3.3.1)
auf das Randwertproblem der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung (3.74) umgeformt.

4.2.1 Variationsprobleme

Dieser Abschnitt zeigt die notwendigen Bedingungen 1. Ordnung fiir verallgemeinerte Variationspro-
bleme, die iiber das Basisproblem (4.32) hinausgehen und schlief3lich zu den Optimalsteuerungsproble-
men fiihren.

Variationsproblem mit natiirlicher Randbedingung

Ein Variationsproblem mit natiirlichen Randbedingungen ist mindestens an einem Rand unbeschrankt,
d.h. es stehen nun nicht mehr nur alle stetig differenzierbaren Kurven, die durch zwei fest vorgege-
bene Punkte x(0) = x, und x(t;) = Xy, verlaufen, zur Auswahl, sondern auch solche, die sich frei auf
dem jeweiligen Rand bewegen konnen (s. Abbildung 4.4). Die notwendigen Bedingungen fiir ein Va-
riationsproblem der Art (4.32) mit einer zusétzlichen natiirlichen Randbedingung bei x(t;) = Frer sind
[61]

d d d
EEL(X,X, t)— EL(X’ x,t)=0 (Euler-Lagrangesche Differentialgleichung) (4.33)
d
I7 L(x(ts),x(ts),t;) =0 (natiirliche Randbedingung) (4.34)
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Abbildung 4.4: Bei der natiirlichen Randbedingung ist der Funktionswert x (t,) nicht vorgegeben.

Ist der andere Rand x(0) des Variationsproblems frei, dann wird die zweite Bedingung (4.34) fiir t =0
statt fiir t = t; formuliert. Sind beide Rénder frei, miissen zwei Bedingungen vom Typ (4.34) erfiillt
werden.

Variationsproblem mit Transversalitatsbedingung
Lasst sich z.B. der rechte Randpunkt auch in t-Richtung bewegen, entsteht das Variationsproblem (4.35).

J[x(t)] :J f L(x(t),x(t),t) dt — ExtrR!  x(0) =x0, x(t;) = f(t) (4.35)
0

Neben der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung (3.74) muss dann auch die so genannte Transver-
salitdtsbedingung fiir den jeweiligen Rand erfiillt sein. Die notwendigen Bedingungen dafiir sind [61]:

d d d
— —L(x,x,t)— —L(x,x,t)=0 (Euler-Lagrangesche Differentialgleichung) (4.36)
dt dx; dx;
d L : . :
—L+ - =0, int=t; (Transversalitdtsbedingung) (4.37)
dxX;  fi =%

/

Abbildung 4.5: Der rechte Randpunkt hangt von der Transversalitdtsbedingung f(t) ab.

Variationsproblem mit Integralnebenbedingung
Variationsprobleme mit Nebenbedingung in Integralform lassen sich wie folgt beschreiben:

J[x(t)] = J f L(x(t),x(t),t) dt — EXTR! (4.38)
0

ty

R(x(t)) = J G(x(t),x(t),t) dt =c (= const.) (4.39)
0

Probleme dieser Klasse sind als Isoperimetrische Probleme bekannt. Auch das in Abschnitt 2.1 beschrie-
bene Problem der Dido fillt in diese Kategorie. Ahnlich wie in der statischen Optimierung lassen sich
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Nebenbedingungen iiber Lagrangemultiplikatoren zur Zielfunktion dazukoppeln (s. Abschnitt 4.1.1). Es
entsteht die Lagrange-Funktion L, die im Funktional (4.38) ersetzt wird.

L:=L(x(t),%(t), t)+A-G(x(t),x(¢t),t) (4.40)

Durch die 1. Variation der so modifizierten Zielfunktion ergibt sich die notwendige Bedingung an die
Losung [61].

d

~ d ~ ~
—L(x,x,t)— L(x,x,t)=0 (E.-L. DGL der Lagrange-Fkt. L) (4.41)
dt dxi dxl'

Variationsproblem mit Gleichungsnebenbedingung
Variationsprobleme mit Nebenbedingung in Gleichungsform lassen sich wie folgt beschreiben:

ty

J[x(t)] = f L(x(t),x(t),t) dt — EXTR! (4.42)
0

G(x(t),x(t),t)=0, 0<t<ty (4.43)

Die Lagrange-Funktion L wird dann nicht mit einem konstanten Lagrange-Multiplikator A, sondern mit
einem zeitabhéngigen, der adjungierten Variablen A(t), gebildet.

L :=L(x(t),%(t),t) + A(t) - G(x (1), x(¢),t) (4.44)

Die notwendige Bedingung dieser Lagrange-Funktion entspricht der Bedingung (4.41) [61].

d ~ . d . . R
dt dx; L(x,%x,t)— dx, L(x,x,t)=0 (E.-L. DGL der Lagrange-Fkt. L) (4.45)

Ist die Nebenbedingung G(x(t),x(t),t) = 0 in Differentialgleichungsform (oder ist ein DAE °), spricht
man von einem Optimalsteuerungsproblem, welche im nédchsten Abschnitt genauer betrachtet werden.

4.2.2 Optimale Steuerung

Optimalsteuerungsprobleme bestitzen eine iiber die Funktion u(t) beinflussbares Systemverhalten, das
in Form von Differentialgleichungsnebenbedingungen x = f(x(t),u(t)) vorliegt. Es kann aufgrund der
in Abschnitt 3.4 gezeigten Transformation immer von einem DGL-System 1. Ordnung ausgegangen
werden. Ist ein dynamisches System x = f(x(t)) nicht steuerbar, kann es nur zu Beginn durch seine
Startwerte x(0) = x, und x(0) = x, beeinflusst werden, was es fiir die Behandlung mittels Methoden
der Optimalen Steuerung uninteressant macht. Optimalsteuerungsprobleme konnen durch das folgende
Schema dargestellt werden:

5> engl.: Differential Algebraic Equation
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System:
Zustand x(t)

Steuerung
u(t)
Dynamik: Systemparameter
x(t)=F(x(t),u(t),p,2(t)) P
Storungen

2(t)

Systemausgang
y(t)=c(x(t),u(t),z(t))

Abbildung 4.6: Schematischer Aufbau eines Optimalsteuerungsproblems

Gegeben sind die Anfangs- und Endbedingung (x, %), (x;,, %, ) und ggf. die fiir den Simulationslauf
konstanten Systemparameter p. Gesucht sind die Verlaufe der Steuergrofde u(t) und des Systemzu-
stands x(t) zur Simulationszeit 0 < t < t;. In einem allgemeineren Kontext muss davon ausgegangen
werden, dass das System nicht modellierten Storgrofden z(t) unterliegt und sein Zustand nicht direkt
beobachtbar ist, sondern nur iiber einen Systemausgang y(t) gemessen werden kann. Zun&chst wird
das Basisproblem der Optimalen Steuerung [1] behandelt.

Basisproblem der Optimalen Steuerung

ty
(TT)HE Ju()] = p(x(tf), tp) + f L(x(t),u(t)) dt (Zielfunktion) (4.46)
u(t)eRm 0
x(t)=f(x(t),u(t)), O0=<t=<ty (Systemdynamik) (4.47)
x;(0)=x;o (=const.), i=1,...,n, (Anfangsbedingungen) (4.48)
r(x(tf),t))=0 z.B. x;(t;) = Xji TE R™ (Endbedingungen) (4.49)
ty = FEST oder t; = FREI (Endzeit) (4.50)

Das erweiterte Funktional des Basisproblems
Die zu minimierende Zielfunktion (4.46) hat die Form eines Bolza-Funktionals. Sie besteht aus dem
Mayer-Term ¢(x(tg),ty), der die Kosten zum Endzeitpunkt angibt, und dem Lagrange-Term, der die Ko-

sten f Otf L(x(t),u(t)) dt wahrend des Verlaufs widerspiegelt. Analog zur Lagrangefunktion bei der sta-
tischen Optimierung konnen Nebenbedingungen mittels Multiplikatoren an die Zielfunktion gekoppelt
werden, um ein Verletzen der Restriktion mit den Kosten zu verkniipfen. Im Fall der Dynamikneben-
bedingung (4.47) ist der Multiplikator A(t) nun nicht mehr konstant, sondern eine Funktion und wird
adjungierte Variable genannt, was bereits im Abschnitt 4.2.1 fiir das Variationsproblem mit Gleichungs-
nebenbedingung angewandt wurde. Daraus resultiert die Hamilton-Funktion.

H(e(6),u(t), A(t)) = L(x(t), u(t)) + ik(t)i - file(£), u(1)) = Lx(£), u()) + A6)T f(x(6),u(1)) (4.51)
i=1

Nicht nur die Dynamiknebenbedingung, sondern auch die Endbedingung (4.49) kann verletzt werden.
Da diese nur zu einem Zeitpunkt, dem Endzeitpunkt, auftritt und nicht kontinuierlich ist, kann sie iiber
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den konstanten Multiplikator v an den Mayer-Term gekoppelt werden. Daraus resultiert die Hilfsfunk-
tion.

d(x(t),t,v) =@ (x(t),t) +Zvi (), ) = p(x(t), ) + v r(x(t),t) (4.52)

i=1
Mit den soeben definierten Funktionen (4.51) und (4.52) kann das erweiterte Funktional erstellt werden.

J[u(t)] = o(x(ty), tf,v)+J fH(x(t),u(t))—A(t)T:‘c(t)dt (4.53)
0
ty
=qb(x(tf),tf)+vTr(x(tf),tf)+J LG (), u(t))+ A0 T (F(x(0),u()) —x(r)) dt  (4.54)

0

Notwendige Bedingungen 1. Ordnung an das Basisproblem
Aus der 1. Variation des erweiterten Funktionals (4.54) ergeben sich die folgenden notwendigen Bedin-
gungen an die Losung u*(t),x*(t), A*(t) des Basisoptimalsteuerungsproblems [1].

H
T 0 (Steuerungsbedingung) (4.55)
U;
- 0H OL(x*(t),u*(t 2 A fi(at(6), ut(t
A= 2 9L, ui(t)) -S> Sl w () & 1 pari (4.56)
2x; Ix; Pt ox;
. 0H .
x*(t)= +ﬁ = f;(x*(t),u*(t)) (E.-L. DGL ii) (4.57)
x*(ty) =x,, fester Rand .
A*(t,) =0, natiirliche Randbedingung (Anfangsbedingung) (4.58)
x*(tp) =x,, fester Rand

l*(tf) _ 96"ty } (Endbedingung) (4.59)

e , natiirliche Randbedingung
x;(tg)

[d)tf +H(x*(t), u*(t), l*(t))] ) = 0 (Randbedingung fiir t; = Frer)  (4.60)

t=t

Maximumsprinzip fiir das Basisproblem
Die Optimalitdtsbedingung an die Steuerung (4.55) ist nicht allgemein genug und deckt nicht alle in der

Realitit auftretenden Fille ab. Ublicherweise wird die Ableitung % berechnet und das Ergebnis von

9H _
duy;
kann in den Bedingungen (4.56) und (4.57) (Euler-Lagrangesche Differentialgleichungen) eingesetzt

werden. Das daraus resultierende Zweipunkt-Randwertproblem kann mit den Anfangs- und Endbedin-
gungen gelost werden. Tritt allerdings in der Hamiltonfunktion H die Steuerung u(t) nur linear auf,
enthélt die Ableitung % die Variable u(t) nicht mehr. Die Steuerung kann somit nicht aus Bedingung
(4.55) bestimmt werden. Das Maximumsprinzip [2],[3], das unter anderem auf Pontryagin zuriickgeht,
liefert eine allgemeinere Bedingung an die Steuerung u(t). Es wird hier als Minimumsprinzip definiert.
Ist x*(t),u*(t), A*(t) die optimale Losung des Basisproblems dann gilt:

0 nach u(t) umgestellt. Die Steuerung ist dann in Abhéngigkeit von x(t) und A(t) gegeben und

u*(t) = m(igz H(x*(t),u(t), A" (1)) (4.61)
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Tritt nun u(t) linear in H auf, kann die Hamiltonfunktion wie folgt formuliert werden:

Ty

H(x,u,l)=Zsi(x,l)-ui+a(x,l) (4.62)

i=1

Uber die Schaltfunktion s;(x, A) lassen sich nun die Steuerungswerte u;(t) bestimmen.

si(x(£), A1) > 0 = u;(t) = Uy in (4.63)
si(x(t), A(t)) < 0= u;(t) = U gy (4.64)
s;(x(t), A(t)) = 0= u;(t) = SINGULAR (4.65)
Im Basisproblem ist die Steuerung unbeschrénkt, sodass u; ,;, = —oo und u; ,,,, = +oo gilt. In der

Realitét ist allerdings die Steuerung beschrankt, was im allgemeinen Optimalsteuerungsproblem (4.68)-
(4.75) beriicksichtigt werden kann. Wechselt die Schaltfunktion nur zwischen s; > 0 ((4.63)) und s; <0
((4.64)), wird auch von einer Bang-Bang Steuerung gesprochen.

Singuldre Steuerung
Wird die Steuerung in einem Zeitabschnitt t, < t < t; singulér, konnen Informationen iiber ihren Verlauf
durch die totale Ableitung von s;(x(t), A(t)) bestimmt werden. Es gilt:

ds; " ds;" OH _

d i
205 (0, A = 7= - flx(O),u(0) = o= - 7 =0. (4.66)

Die Schaltfunktion wird nun so oft nach der Zeit abgeleitet, bis die Steuervariable u; explizit auftritt.

k

%si(x(t): A)=0 —u(t) (4.67)
Ist dies in Schritt k der Fall, so ist k eine gerade Zahl. Die Ordnung p der singulidren Steuerung wird
mit k = 2p definiert. Uber die Ordnung ldsst sich bestimmen, wie die Steuerung u; zwischen einem
singulédren Intervall t, <t < t, und einem angrenzenden Bang-Bang Intervall ¢t < t, oder t > t, verlauft
[1]. Ist p ungerade, ergibt sich fiir u; ein stetig differenzierbarer Ubergang an der Intervallgrenze. Ist p
gerade, ist der Ubergang an dieser Stelle nur stetig in u;.

Allgemeines Optimalsteuerungsproblem

t
u(rg}éﬁnuJ [u(t)] = ¢p(x(ts), t)+ J; ' L(x(t),u(t)) dt (Zielfunktion) (4.68)
x(t) = f(x(t),u(t)), 0<t<tf (Systemdynamik) (4.69)
x;(0)=x;o (=const.), i=1,...,n, (Anfangsbedingungen) (4.70)
r(x(tf),tf))=0 z.B. x;(t;) = Xji, TE R™ (Endbedingungen) 4.71)
ty = FEST oder ty = FREI (Endzeit) (4.72)
g(x(t),u(t))=>0 (Steuerungsbeschrankungen) (4.73)
gx(t))=0 (Zustandsbeschrankungen)  (4.74)
rO(x(t, — 0),x(t,+0),t,)=0 (Innere-Punkt-Bedingungen) (4.75)
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Falls u(t) explizit in einer Beschrdnkung g auftritt, liegt eine Steuerungsbeschrankung (4.73) vor. Tritt
u(t) nicht explizit in g auf, liegt eine reine Zustandsbeschrankung (4.74) vor. Diese sind wesentlich
schwieriger zu behandeln. In beiden Féllen sind modifizierte und neue hinzukommende notwendige
Bedingungen zu erfiillen. Hierbei sei auf [3], [2], [1] verwiesen. Analog zum Basisfall kann das er-
weiterte Funktional erstellt werden, mit dessen Hilfe diese Bedingungen hergeleitet werden kénnen.
Allerdings werden die neuen Beschrankungen g(x(t),u(t)) iiber einen zusatzlichen Multiplikator u(t)
an die erweiterte Hamilton-Funktion gekoppelt.

H(xe (6),u(t), ACt), () = L (6),u(6)) + A(t) " f (e (6), u()) + u(t) g (x (), u(t)) (4.76)
Der zeitliche Verlauf wird in Intervalle aktiver (g; = 0) und nicht aktiver Restriktionen (g; > 0) eingeteilt.
Ist eine Restriktion in einem Bereich inaktiv, so gilt dort u;(t) = 0 und die gezeigten notwendigen Bedin-
gungen (4.55)-(4.60) bestehen weiterhin. Ist eine Restriktion in einem Bereich t, < t < t, aktiv, wird
die Steuerung bzw. der Systemzustand durch den Rand der Restriktion festgelegt. In diesem Fall werden
die notwendigen Bedingungen angepasst und neue Schalt- und Sprungbedingungen kommen hinzu.

Beispiel 4.2. Engergieoptimale Ddmpfung eines Einmassenschwingers

Der Einmassenschwinger, dessen Dynamik in Beispiel 3.2 gezeigt wurde, soll nun beziiglich einer gege-
benen Anfangsauslenkung gedampft werden. Dabei soll innerhalb eines definierten Zeitrahmens mog-
lichst wenig Energie benutzt werden. Die zum Dampfen verwendete Energie héangt nur von dem Betrag
bzw. dem Quadrat der Steuervariablen ab, weshalb J[u] = 0 + fotf u(t)? dt ein passendes Kriterium
des Optimalsteuerungsproblems ist. Weitere Kosten zum Endzeitpunkt ¢, entstehen nicht, weswegen
der Mayer-Term = O ist. Die Systemdynamik kann, wie in Beispiel 3.4 gezeigt, auf ein System 1. Ord-
nung transformiert werden. Die ausgelenkte Startkonfiguration der Masse wird durch die Randwerte zur
Startzeit t, = 0 vorgegeben, die gewiinschte Endkonfiguration durch die Bedingungen zur vorgegebenen
Endzeit t;. Das konkrete Optimalsteuerungsproblem, das im Folgenden behandelt werden soll, lautet:

tr

minJ[u(t)] =0+ EJ u(t)? dt 4.77)

u(t)eRr 2 0
x(t) = x5(t), xo(t)= —Ex1 + lu(t) , 0<t<t (4.78)

m m

x1(0) =3, x,(0)=0 (4.79)
Xl(tf):O, x2(tf):0 (480)
ty = FEST (4.81)

Um die Rechnungen spéter zu vereinfachen, wird die Masse auf m := 1 und die Federsteifigkeit auf k := 1
in der Dynamik (4.78) festgelegt. Zunachst wird die Hamiltonfunktion (4.51) gebildet.

1 b
_ T2 ) 2
H= 2u + A (‘%XV"#U) (4.82)
1 5 k 1
=-u"+ 7\,1 * Xy + Az . (—_xl + _u) (4.83)
2 m m

u(t) tritt nicht linear in H auf. Deswegen kann mit der Optimalitdtsbedingung an die Steuerung (4.55)
eine Gleichung fiir u(t) hergeleitet werden.

dH
=0 (4.84)
1
m
1
u= ——)(,2 (4.86)
m
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Die kanonische Differentialgleichung (4.56) kann in dieser Problemstellung direkt ausgewertet werden
ohne u(t) einsetzen zu miissen.

. OH
A=——Q (4.87)
ox
. k
A’l = _Az (4.88)
m
Az - A,]_ (4.89)

(4.88)-(4.89) ist ein vollstdndig definiertes DGL-System 1. Ordnung. Mit der Vereinfachung k =m =1
und einem analytischen Losungsverfahren ergibt sich daraus:

A1 =cycos(t) — cysin(t) (4.90)

Ay = cycos(t) — cq sin(t) (4.91)
Damit ist die Steuerung (4.86) definiert iiber:

u = —c,cos(t) —¢; sin(t) (4.92)

Die Steuerung liegt somit bis auf die zwei Integrationskonstanten c; und c, fest. Man kann nun die
Steuerung in der Systemdynamik ersetzen.

X‘l == Xz (4'93)

.).('2 = _Xl + u= _Xl - C2 COS(t) - C]. Sln(t) (4.94)
Dies ist wiederum ein DGL-System 1. Ordnung. Auch hier kann ein analytisches Losungsverfahren
angewendet werden.

X, = % ((—tcq + ¢y + 2¢3) cos(t) + (tey + 2¢4) sin(t)) (4.95)

Xy = % ((—cq + teg +c4)cos(t) + (te; — 2¢3) sin(t)) (4.96)

Die vier verbliebenen Integrationskonstanten c,, ¢,, c; und ¢, konnen iiber die vier Randbedingungen
(4.79) und (4.80) des Optimalsteuerungsproblems berechnet werden.

_ 6(20 +5in(20)) 125sin(10)?

= ~0.6292, ¢y=— "~ —0.0178, .
1= 199 + cos(20) 92 %= 155 1 cos(20) 7 (4.97)
= 600 3.0089, ¢, = 3(20 + sin(t)) 0.3146 (4.98)
= 199+ cos(20) R I T cos(20) '

Mit einer festen Endzeit von t; =5 ergeben sich die Verldufe, die in Abbildung 4.7 zu sehen sind.

3

1

2

(a) blau: x; (Position); rot: x, (Ge- (b) gelb: u (Steuerung)
schwindigkeit)

Abbildung 4.7: Die Lésungsverlaufe fiir die energieminimal geddmpfte Punktmasse mit Endzeit t; = 5
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Mit einer festen Endzeit von t; = 20 ergeben sich die Verldufe von Abbildung 4.8.

(a) blau: x; (Position); rot x, (Ge- (b) gelb: u (Steuerung)
schwindigkeit)

Abbildung 4.8: Die Lésungsverldufe fiir die energieminimal gedampfte Punktmasse mit Endzeit t; = 20

4.2.3 Loésungsmethoden fur Optimalsteuerungsprobleme

Indirekte Verfahren: Einfach- und MehrfachschieBverfahren

Indirekte Verfahren benutzen explizit die Bedingungen aus der Optimalsteuerungstheorie und fithren
das Problem auf eine Randwertaufgabe zuriick. Wie bereits fiir einfache Variationsprobleme gezeigt,
fiihrt dies zur Losung der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung (3.74) mit Startwerten an t, und
Endwerten an t;. Werden zusétzliche Bedingungen an das Variationsproblem gestellt, erweitert sich
das Randwertproblem, was in Abschnitt 4.2.1 fiir einige Standardfille gezeigt wurde. Das Randwert-
problem fiir Optimalsteuerungsprobleme besteht aus den kanonischen Differentialgleichungen (4.56)-
(4.57) mit Startwerten an t, und Endwerten t; und wird nach A(t) und x(t) gelost. Umfasst das Op-
timalsteuerungsproblem zuséitzlich Innere-Punkt-Bedingungen (4.75), liegt nicht mehr ein Zweipunkt-
Randwertproblem, sondern ein Mehrpunkt-Randwertproblem mit zusétzlichen Bedingungen an ¢ vor.
Dieses Randwertproblem enthélt noch die Steuerung u(t). Sie kann aber mit einer der folgenden Bedin-
gungen in Abhéngigkeit von A(t) und x(t) umgestellt werden und damit im Randwerproblem (4.56)-
(4.57) ersetzt werden.

0H
i 0 (Steuerungsbedingung (4.55)) (4.99)

u
u*(t)= m(igl H(x*(t),u(t), A*(t)) (Minimumsprinzip (4.61)) (4.100)

ul(t
k

Wsi(x(t), A(t)) =0 (Bedingung an singulédre Steuerung (4.67)) (4.101)
g](.mg)(x(t), u(t)) = 0 (Bedingung bei aktiver Steuerbeschrankung [1]) (4.102)

Ist das Randwertproblem fiir A(t) und x(t) gelost, konnen die Ergebnisse wiederum in u(t) eingesetzt
werden, sodass auch die Steuerung des Problems vorliegt. Um diesen Ablauf durchzufiihren, sind gute
Kenntnisse der notwendigen Bedingungen notig. Liegt das Randwertproblem in vollstandig bestimmter
Form vor, kann es mit Hilfe numerischer Verfahren gelost werden.

Das EinfachschieRverfahren [9], [63] 16st allgemeine Randwertprobleme, indem es eine Startschiatzung
s© fiir die kompletten Startbedingungen vorgibt und damit nur das Anfangswertproblem mittels numeri-
scher Integration (s. Abschnitt 3.4) bestimmt. Dies geschieht auf der kompletten Zeitspanne t, < t < t,.
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Dadurch ergibt sich ein Endzustand F(t;). Der gewiinschte Endwert ist aber B. Die Differenz der beiden
ist eine Funktion in Abhéngigkeit der Startwerte s.

c(s)=F(t;)—B (4.103)

Wird also ein Startwert s* gefunden, sodass F(t;) = B gilt, ist das Randwertproblem gelost. Somit muss
lediglich die Nullstelle von Funktion (4.103) gefunden werden. Diese kann mit dem Newton-Verfahren
bestimmt werden (s. Abschnitt in 4.1.1). Allerdings kann es aufgrund der hohen Nichtlinearitat der DGL
im Randwertproblem schwierig werden eine Lésung zu finden. Kleine Anderungen in s kénnen grof3e
Anderungen am Randwert F(t ) bedeuten.

Mehrfachschiefdverfahren [9], [63] iiberwinden dieses Problem, indem sie nicht {iber die komplette
Zeitspanne t, < t < t integrieren, sondern den Zeitbereich in Intervalle einteilen. Dann wird fiir jeden

Intervallanfang eine Startschiatzung sgo) der Teilanfangswertprobleme vorgegeben, die wiederum nume-
risch integriert werden. Nun wird nicht mehr nur versucht die Differenz zwischen gewiinschtem und
tatsachlichem Endwert zu minimieren, sondern auch die Differenz zwischen dem End- und Anfangswert
zweier benachbarter innerer Intervalle.

Direkte Verfahren: SchieBverfahren und Kollokation

Direkte Verfahren basieren auf einer Diskretisierung der Steuerung (Schief3verfahren) oder einer Dis-
kretisierung der Steuerung und des Systemzustands (Kollokation). Die Herleitung der notwendigen
Bedingungen (4.55)-(4.60) fiir das jeweilige Optimalsteuerungsproblem ist nicht nétig. Im Gegensatz
zur Losung des bei indirekten Verfahren entstehenden Randwertproblems wird das Optimalsteuerungs-
problem in ein NLP Problem transformiert. Direkte SchieBverfahren teilen die Zeit [t,, t] in n; Intervalle
auf.

ti=Ti'ty, 0=7;<7,<...<T,;1=1 (4.104)

Es ist zu beachten, dass jedes Problem (auch mit freier Endzeit t;) auf einen solchen normierten Zeit-
bereich von [0, 1] transformiert werden kann [3]. Die Steuerung kann nun auf diesem Gitter mittels
Ansatzfunktionen approximiert werden. Mit linearen Anséitzen ergibt sich im Intervall ¢t; <t < t;,; [1]:

() = u(6) + —— - (u(t) ~ u(t,) (4.105)
tiy1 — 4
Die Systemdynamiknebenbedingung (4.69) kann dann mit einer auf diese Weise diskretisierten Start-
schitzung ii(”(t) und einem geeigneten Verfahren (s. Abschnitt 3.4) numerisch integriert werden,
sodass die korrespondierenden Zustandswerte ebenfalls fiir die Gitterpunkte vorliegen. Je nach An-
wendung eines Einfach- oder Mehrfachschieldverfahrens geschieht die numerische Integration auf dem
ganzen Intervall [0,1] oder auf mehreren separaten Teilintervallen. Fiir die so ermittelten Werte fiir
u(t) und x (t) wird die Zielfunktion (4.68) sowie die Verletzungen der Restriktionen ausgewertet. Diese
Kosten und Fehlerwerte bilden das Optimierungskriterium und Nebenbedingungen eines NLP Problem:s,
welches durch Anpassung der Parameter u; auf dem Zeitgitter gelost werden soll.
Direkte Kollokationsverfahren benutzen die vorgestellte Zeitgitterdiskretisierung (4.104). Allerdings
wird nicht nur die Steuerung, sondern auch der Zustandsraum diskretisiert. Es ist dabei ratsam den
Zustand mit einer hoheren Ordnung als die Steuerung zu approximieren. Im einfachsten Fall geschieht
dies mit einem abschnittsweisen konstanten Verlauf fiir die Steuerung und einem abschnittsweisen li-
nearen Verlauf fiir den Zustand in den Intervallen t; < t <t [6].

ﬁ = u(ti+j/2) (4.106)

N t=1t;

® =x(t)+ ——— (x(t;) = x(t)) (4.107)
=t
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Die diskreten Werte fiir den Zustand (auf den Zeitgitterpunkten) und fiir die Steuerung (in der Mitte der
Zeitgitterpunkte) werden zusammen mit der Endzeit t; in den Vektor p geschrieben.

p= (x(tl),u(tH%),x(tz), u(t2+%), . ..,x(tns),u(tns+%),x(tns+1), tf)T (4.108)

Dieser Vektor dient als Parameter fiir das NLP Problem, das aus den Kosten und der Verletzung der
Restriktionen fiir eine Startschitzung von i ®(t) und £©(¢t) hervorgeht.

p@ﬂgﬁ‘P(P) = Pmayer(P1>Pn,—1>Pny) = Pumayer (X (1), x(t5), tf) (4.109)
£ (R, 0t40)) = (e =0 (4.110)
%:(0)=x;, (4.111)

%i(t) = x5, (4.112)

§(X(tj,1),(t;;1)) 20 (4.113)
§(x(t;,1))20 (4.114)

x(tj1)—x(t))
. . . . t1+1 _.tJ .
Werte flir den Zustand in der Mitte eines Intervalls konnen {iber die Mittelung der beiden Werte am

~ x(t
Rand x(tj%) A

Die Ableitung fc(tj +1) kann mit einer finiten Differenz fc(tj L) A angendhert werden. Die
2 2

w bestimmt werden. Die Zielfunktion des NLP Problems (4.109) hat die Form

eines Mayer-Terms. Jedes Optimalsteuerungproblem mit Bolza-Funktional kann mittels einer Transfor-
mation auf ein Problem mit Zielfunktion in Mayer-Form gebracht werden [1]. Mit dieser vorangegangen
Transformation des Optimalsteuerungsproblems werden im NLP Problem die kompletten Kosten korrekt
abgedeckt. Es besitzt auflerdem diinnbesetzte Strukturen, fiir die sich besonders die vorgestellten SQP
4.1.1 und Innere-Punkt-Methoden 4.1.1 eignen. Eine Konvergenziiberpriifung entscheidet, ob die gefor-
derte Genauigkeit eingehalten wurde oder das Zeitgitter verfeinert werden muss um ausreichend genaue
Resultate zu erhalten.

Pseudospektrale Kollokationsverfahren setzen spezielle Ansatzfunktionen ein um Steuerung und Zustand
zu approximieren. Dabei werden die Funktionen nicht stiickweise lokal auf einzelnen Teilintervallen
zusammengesetzt, sondern komplett auf dem ganzen Intervall t, < t < t; definiert. Dies geschieht
durch die Uberlagerung gewichteter glatter Basisfunktionen, wie Legendre- (4.115) oder Tschebyschev-
Polynomen (4.116).

dN
Ly(0) = o3y ﬂ(tz— Y (4.115)
Cy(t) =cos (N cos_l(t)) (4.116)

Die Gitterpunkte sind dabei die Nullstellen dieser Polynome oder die Nullstellen ihrer Ableitungen. Das
Bolza-Funktional muss nicht erst auf Mayer-Term transformiert werden. Stattdessen wird es mittels
numerischer Quadratur direkt ausgewertet.
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5 Optimale Steuerung eines frasenden Industrieroboters

In diesem Kapitel wird der Aufbau des Optimierungsansatzes beschrieben, welcher wiahrend dieser Ar-
beit entwickelt wurde und auf den Grundlagen basiert, die in Kapitel 3 und 4 erldutert wurden. Die
verschiedenen Teilkomponenten werden vorgestellt und anschlief3end einzelne aus dem Verfahren resul-
tierende Ergebnisse gezeigt.

5.1 Problemstellung

Die anfangs in dieser Arbeit beschriebenen Anforderungen an einen zum Frésen eingesetzten Industriero-
boter lassen einen Bereich an Moglichkeiten zu die Problemstellung zu definieren und zu 16sen. In allen
Fillen muss ein hinreichend genaues Modell des Gesamtvorganges entwickelt werden, das es sowohl
ermoglicht detaillierte Aussagen zu treffen, die sich in der Realitdt verwerten lassen, als auch ein aus-
reichendes Mal an Abstraktion bietet, das dafiir sorgt das Problem mit den zur Verfiigung stehenden
Werkzeugen effizient zu berechnen. Folgende Anforderungen bestehen an den Gesamtprozess, der mit-
tels Optimaler Steuerung verbessert werden soll:

* Die durch das Frasen entstehenden Pfadabweichungen des Roboterendeffektors bzw. des daran an-
gebrachten Werkzeugs sollen minimiert werden (Optimierungsziel). Daraus resultiert ein praziser
gefertigtes Bauteil.

* Der Manipulatorarm muss ausreichend genau modelliert werden, sodass sein Verhalten unter dem
Einfluss dullerer Kréfte realistisch bestimmt werden kann (Dynamiknebenbedingung). Besonders
das elastische Verhalten in den Gelenken, welches letztendlich zu einer Pfadabdriangung unter Last
fiihrt, muss genau abgebildet werden.

* Die Krifte, die durch das Zerspanen des Werkstoffes auftreten, miissen in der Simulation moglichst
exakt vorliegen um die Wechselwirkung zwischen Roboterarm und Frasprozess ermitteln zu kon-
nen (Dynamiknebenbedingung). Dazu ist es notig einen Zusammenhang zwischen den Prozess-
und Werkzeugparametern sowie den entstehenden Kriften zu finden.

* Die technischen Beschrankungen des Roboters miissen mit beriicksichtigt werden (Zustandsbe-
schrankung, Steuerungsbeschrankungen).

* Um eine saubere Bearbeitung des Metalls zu gewéhrleisten, soll die Endeffektorgeschwindigkeit
des Roboterarms wahrend des Frasvorgangs moglichst konstant sein (Zustandsbeschrankung).

5.2 Programmteile

Das Zusammenspiel der einzelnen verwendeten Komponenten wird in Abbildung 5.1 veranschaulicht.
Zum Formulieren und Losen des Optimalsteuerungsproblems wurde die Open-Source-Software PSOPT
[7] eingesetzt. Sie bildet den zentralen Baustein des entwickelten Kompensationsansatzes. Hierbei
handelt es sich um eine direkte Transkriptionsmethode, welche das dynamische Optimierungsproblem
in ein NLP Problem iibersetzt. Um dieses berechnen zu konnen, greift PSOPT auf einen NLP Solver
zuriick. Dazu kann der kommerzielle SQP Algorithmus (s. Abschnitt in 4.1.1) SNOPT [67] oder die
frei erhaltliche Implementierung der Inneren-Punkt-Methode (s. Abschnitt in 4.1.1) IPOPT [68] ange-
bunden werden. Wéhrend dieser Arbeit wurde Letzteres durchgefiihrt. Wie in Kapitel 4 beschrieben,
ist zur Losung von Optimierungsproblemen (durch Verfahren mit Ordnung > 1) die Berechnung von
Ableitungen noétig. Da die Berechnung von Gradienten, Jacobi- oder Hessematrizen mit numerischen
Approximationsmethoden sehr rechenintensiv ist, wird die Bibliothek ADOL-C (s. Abschnitt in 5.2.2) zur
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automatischen Differentiation benutzt. Die Roboterdynamik ist fiir den realen 6-DoF Industrieroboter
nicht mehr praktikabel per Hand aufstellbar. Deshalb wurde die am Fachgebiet ,Simulation, Sytem-
optimierung und Robotik®“ entwickelte C++ Bibliothek namens MBSLIB verwendet um das Modell als
Programmcode aufzubauen.

NLP Algorithmus
|POPT Optimale Steuerung
PSOPT

Automatisches
Differenzieren

ADOL-C

Systemdynamik

MBSLIB

6-DoF Fraskraft-
Robotermodell berechnung

Abbildung 5.1: Aufbau der Kompensationsstrategie: Die Doppelpfeile reprasentieren Kopplungen zwi-
schen PSOPT und Programmkomponenten, welche Werte und Ergebnisse an den Opti-
malsteuerungsalgorithmus liefern. Die Systemdynamik ist in Robotermodell und Fraskraft-
berechnung unterteilt.

5.2.1 Optimalsteuerung mit PSOPT

PSOPT bietet ein in C+ + geschriebenes Framework zur Erstellung und Losung von Optimalsteuerungs-
problemen. Es verwendet einen effizienten direkten pseudospektralen Kollokationsalgorithmus (s. Ab-
schnitt in 4.2.3). Da es in derselben Programmiersprache wie die Dynamikbibliothek MBSLIB geschrie-
ben ist und bereits automatisches Differenzieren unterstiizt, eignet es sich sehr gut um die vorliegende
Problemstellung zu bearbeiten. Mit PSOPT werden Optimalsteuerungsprobleme innerhalb einer Haupt-
datei spezifiziert, die anschlief3end iiber ein Makefile kompiliert wird. Der Aufruf des dabei entstehenden
Programms startet das Losungsverfahren, bei dem iterativ die einzelnen NLP Probleme gel6st werden, bis
das Verfahren erfolgreich konvergiert, keine optimale Losung gefunden werden kann, oder aufgrund ei-
ner Abbruchbedingung vorzeitig beendet wird. Nach Terminierung des Programms, werden Informatio-
nen {iber den Optimierungslauf ausgegeben und drei Dateien erstellt, die bei Erfolg die optimale Losung
oder bei einem Fehlschlag die bisher beste Losung enthalten. Die Datei t.dat beinhaltet das diskrete
Zeitgitter, auf welchem die Losungspunkte berechnet wurden, x.dat enthilt die zu diesen Zeitpunkten
passenden Zustandsinformationen des Systems und u.dat die korrespondierenden Steuerungsinforma-
tionen. Das Optimalsteuerungsproblem wird in mehreren Unterfunktionen definiert, die nun kurz den
Bedingungen aus (4.68)-(4.75) gegeniibergestellt werden. PSOPT erlaubt dariiber hinaus noch allge-
meinere Formulierungen von Optimalsteuerungsproblemen, auf die hier aber nicht nidher eingegangen
wird. Fiir eine ausfithrliche Beschreibung der Funktionalitdt von PSOPT sei auf [7] verwiesen.
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o endpoint_cost: Hier wird der Mayer-Term ¢ (x(t;), t;) der Zielfunktion (4.68) definiert.

o integrand_cost: Diese Methode enthilt das Integral iiber den Lagrange-Term
[/ LGx(t),u(t)) dt der Zielfunktion (4.68).

o dae: Die rechte Seite f(x(t),u(t)) der Dynamiknebenbedingung (4.69) wird in dieser Me-
thode implementiert.

o events: Hier werden die Zuweisungen der jeweiligen Randbedingung fiir Startwerte (4.70),
Endwerte (4.71) und inneren Grenzen bei mehrphasigen Problemen festgelegt.

o linkages: Die Inneren-Punkt-Bedingungen (4.75) bei Mehrphasenproblemen werden in die-
sem Abschnitt aufgestellt.

o main: Hier werden die Anfangs- und Endwerte fiir die jeweiligen Phasen definiert und den
events zugewiesen. Diese konnen als fest oder aber auch als natiirliche Randbedingungen de-
finiert werden (vgl. Abschnitt in 4.2.1). Zustandsbeschrankungen (4.74) und Steuerbeschran-
kungen (4.73) sowie Schranken an die Start- und Endzeit (4.72) konnen festgelegt werden.
AuRerdem miissen Einstellungen am Losungsalgorithmus vorgenommen werden. Dabei kann
die Anzahl der (initialen) Gitterpunkte, die Kollokationsmethode sowie das Verfahren zur Be-
rechnung von Ableitungen gewéhlt werden. Das Vorgeben einer Startlosung ist ebenso moglich.

5.2.2 Automatisches Differenzieren mit ADOL-C

Automatisches Differenzieren ermoglicht es Ableitungen von Funktionen zu bilden, die als Programm-
code vorliegen. Das zu Grunde liegende Prinzip beruht auf der Tatsache, dass jede komplexe Funktion
sich aus einer Sequenz von elementaren Rechenoperationen zusammensetzt. Die analytischen Ablei-
tungsregeln fiir diese unédren (sin, cos, exp, In) und biniren (+, —, -, =) Operationen sind bekannt und
konnen sequenziell angewandt werden. Der Programmcode muss dazu analysiert werden um die richtige
Reihenfolge der Ableitungen bilden zu kénnen. Die Software ADOL-C [5] benutzt dabei das Konzept des
Uberladens von Klassen, das aus dem objektorientierten Programmieren stammt. Es wird ein neuer Typ
adouble zur Verfligung gestellt, der an die Stelle des gewohnlichen C++ double-Typs tritt. Mit diesem
speziellen Datentyp wird es der Software intern ermoglicht, die zur Laufzeit auf den adouble-Variablen
ausgefiihrten Operationen mitzuverfolgen und damit Riickschliisse auf benoétigte Ableitungen ziehen zu
konnen. Das Verfolgen der Rechenoperationen geschieht innerhalb eines Trace-Abschnitts im Programm-
code. Es wird dabei eine Tape-Datei erzeugt, die einen Sequenzgraphen der im Trace-Abschnitts imple-
mentierten Funktion beziiglich vorher definierte unabhéngiger Variablen enthalt. Mit diesen Daten ist es
moglich die Ableitungen zu erstellen. Das Verwendung wird im folgenden Codeabschnitt demonstriert.

Listing 5.1: Automatisches Differenzieren mit ADOL-C

double t, f
trace_on(l);
adouble at, ax, af
at << = t;
ax = 1.234;
af = axxsin(at) xcos (at) +3*xat—ax;

[ N B N O I
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7 af >> = f;
s trace_off;

Nach Ausfithrung liegt in der Tape-Datei mit der Kennung ,,1“ die Reprasentation der Ableitung % f der
Funktion f vor.

5.2.3 Robotermodellierung und Dynamik mit MBSLIB

Die Dynamik von Robotern kann, wie in Kapitel 3 gezeigt, hergeleitet werden. Es stehen z.B. die Newton-
Euler Rekursion 3.2.1 oder der Lagrange-Formalismus 3.3.2 zur Verfiigung. Fiir reale Roboter mit sechs
Freiheitsgraden ist die Erstellung der Bewegungsgleichungen per Hand nicht mehr praktikabel, da die
entstehenden Gleichungen zu umfangreich und komplex werden. Die in C++ geschriebene MultiBo-
dySystemLIBrary (MBSLIB) bietet eine Moglichkeit ein Robotermodell strukturiert und effizient aufzu-
bauen. AuBerdem verfiigt sie iiber eine Sammlung an niitzlichen Algorithmen fiir in der Robotik haufig
auftretende Problemstellungen. Auch Erweiterungen des starren Mehrkorpermodells sind damit reali-
sierbar. Die prinzipielle Verwendung der MBSLIB wird anhand eines Manipulators mit zwei Freiheitsgra-
den skizziert.

Listing 5.2: MBSLIB: Dynamikmodell fiir einen 2-DoF Manipulator

1 mbslib::MbsCompoundWithBuilder x createRobot (TScalar 11, TScalar ml,

2 TScalar 12, TScalar m2)

3 A

4 TMatrix3x3 ISP;

5 ISP << 1, 0, O,

6 o, 1, 0,

7 o, 0, 1;

8

9 mbslib: :MbsCompoundWithBuilder * rob =

10 new mbslib: :MbsCompoundWithBuilder () ;

11

12 rob—>addFixedBase ("Base");

13 rob—>addRevoluteJoint (Eigen: :Vector3d: :UnitZ () . cast<TScalar>() 0, "J1"my;
14 rob—>addRigidLink (TVector3(11,0,0), TVector3(0,0 ml, ISP, "L1");

15 rob—>addRevoluteJoint (Eigen: :Vector3d: :UnitZ () . cast<TScalar>() 0, "Jgz2"y;
16 rob—>addRigidLink (TVector3(12,0,0), TVector3(0,0,0), m2, ISP, "L2");

17 rob—>addEndpoint ("TCP") ;

18 rob—>setGravitation (TVector3(0,—-9.81,0));
19 return rob;

20 }

Zunichst wird ein leeres MbsCompoundWithBuilder-Objekt erstellt, dem nach und nach die einzelnen Ro-
boterelemente hinzugefiigt werden. Dann wird eine feste und unbewegliche Basis erstellt. Entsprechend
der DH-Konventionen wird entlang der kinematischen Kette jeweils ein Drehgelenk und anschlief3end
ein Glied hinzugefiigt. Die Ldngen und Massen der Roboterglieder konnen iiber die Parameter 11, 12
und m1, m2 festgelegt werden. Der Trigheitstensor ISP der Glieder ist hier auf die Einheitsmatrix 133
gesetzt worden. Am Ende wird der TCP des Roboters definiert, der das Ende der Kinematikkette festlegt.
Auflerdem wird die Gravitationsbeschleunigung festgesetzt.

Die Auswertung der Dynamik fiir den 2-DoF Manipulator wird im néchsten Codeabschnitt dargestellt.
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Listing 5.3: MBSLIB: Dynamikauswertung fiir einen 2-DoF Manipulator

1 mbslib::MbsCompound % robot = createRobot (11, ml, 12, m2);
2

3 TVectorX g(robot—>getNumberOfJoints());

4 q(0) = qgl;

s g(l) = g2;

6 robot—>setJointPosition(qg);

7

8 TVectorX dg(robot—>getNumberOfJoints());

9 dg(0) = dgl;

10 dg(l) = dg2;

robot—>setJointVelocity (dqg) ;

[
[

TVectorX ddg(robot—>getNumberOfJoints());
ddg.setZero () ;
robot—>setJointAcceleration (ddq) ;

P e ~
a1 AW

TVectorX tau (robot—>getNumberOfJoints ());
tau(0) = motor_controll;

tau(l) = motor_control2;
robot—>setJointForceTorque (tau) ;

T N
= S v ® N

robot—>doCrba () ;

NN
w N

ddg = robot—>getJointAcceleration();
dg = robot—>getJointVelocity();
g = robot—>getJointPosition();

NN N
a . h

Zunéchst wird eine Instanz roboter des definierten 2-DoF Manipulatorarms erstellt. Geméal3 der Anzahl
seiner Freiheitsgrade wird die aktuelle Konfiguration festgelegt. Es werden die aktuellen Gelenkwin-
kel q, die Gelenkwinkelgeschwindigkeiten dq sowie die Gelenkwinkelbeschleunigungen ddq festgesetzt.
Dann wird das Antriebsmoment tau bestimmt und die Dynamik mittels des in der Methode doCrba()
implementierten Composite-rigid-body-algorithm [54] (oder doAba() Articulated-body-algorithm [54])
ausgewertet. Es ergibt sich die neue Roboterkonfiguration mit aktualisierten Werten fiir g, ddq und ddgq.
Ahnlich zu diesem Beispiel wurde fiir das 6-DoF Modell des Industrieroboters verfahren, welches fiir
diese Arbeit zur Verfiigung gestellt wurde. Jedoch ist dieses Modell nicht nur aufgrund der héheren
Anzahl an Freiheitsgraden komplexer. Es ist generisch aufgebaut und lésst sich sehr einfach iiber eine
Tabelle mit DH-Werten modifizieren. AufRerdem konnen Elastizitdten und zuséatzliche Kippachsen sowie
Getriebespiel mitberiicksichtigt werden. Damit besitzt die vollstdndige Roboterdynamik diese Form:

M(@G() q(O)+C@(0),d())+G(G(t) =7 +J. Frp o0 () (5.1
Die Matrix M und die Vektoren C, G wurden bereits in Abschnitt 3.2.1 vorgestellt (vgl. (3.52), (3.53)

und (3.54)) und stammen aus dem starren Dynamikmodell. Das Antriebsmoment 7 kann das gelenkela-
stische Verhalten abbilden.

T :K'(fju(t)_qsoll(t)) (52)
Sollen zusétzlich noch Dadmpfungen modelliert werden, kommt in (5.2) ein weiterer Term D - (f]u(t) —

4., (t)) hinzu. Die erweiterten Gelenkwinkel § konnen neben den sechs realen durch Motoren ange-
triebenen Gelenken des Roboters aulderdem virtuelle Freiheitsgrade enthalten. Diese gehen aus den
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Elastizitdten in x- und y-Richtung der Gelenke hervor. Sollen diese Kippfreiheitsgrade im Modell mit-
berticksichtigt werden, besteht § aus den sechs Gelenkwinkeln g; und den Kippwinkeln g* und q; des
jeweiligen Gelenks. Die Steifigkeitsmatrix K benutzt die erweiterten Gelenkwinkel § um nicht nur das
elastische Verhalten um die Drehachsen in z-Richtung widerzuspiegeln, sondern auch die Elastizitdt der
identifizierten Kippachsen in x- und y-Richtung. Da diese passiv und nicht steuerbar sind, ist der erwei-
terte Steuerungsvektor ¢, an diesen Stellen = 0. Experimente am realen Roboter haben gezeigt, dass vor
allem in den Gelenken 1, 2, 3 und 6 virtuelle Kippachsen sowohl in x- als auch in y-Richtung benétigt
werden. Eine dementsprechende Steifigkeitsmatrix K lag im Robotermodell bereits vor. §,,; enthélt den
gewlinschten Fraspfad in Gelenkkoordinaten. Darin sind die Eintrage fiir die virtuellen Achsen = 0. Der
zweite Summand auf der rechten Seite von Gleichung (5.1) beschreibt die externe Kraft in kartesischen
Koordinaten, die am Roboter angeschlossenen Werkzeug wirkt. Uber die Jacobimatrix J, des Manipu-
lators [55] wird sie auf Momente in den Gelenken umgerechnet. Eine detaillierte Berechnung dieser
Fraskrifte kann tiber eine in MATLAB entwickelte Simulationssoftware bestimmt werden. Wie in Ab-
schnitt 2.3 vorgestellt, konnen dazu verschiedene Methoden zum Einsatz kommen. Das implementierte
Simulationsverfahren basiert auf einem numerischen Nagelbrettmodell. Eine direkte Kopplung der Fras-
kraftberechnung an das Dynamikmodell und damit auch an den Optimierungsalgorithmus ist jedoch zu
rechenaufwendig. Durchgefiihrte Fréassimulationen mit einem ausgewahlten Satz an Prozessparametern
haben jedoch gezeigt, dass sich die Kréfte in erster Ndherung gut durch eine geschwindigkeitsabhingige
Funktion darstellen lassen. Da der verwendete Werkstoff homogen und isotrop ist, ist nur der Betrag der
TCP-Geschwindigkeit ||v,,,;(t)|| ausschlaggebend.

nyz,tool(t) = nyz,tool (”vtool(t)”) (53)

Der Verlauf von F,, 1,0 (I 001(t)]l), der {iber mehrere Simulationen mit unterschiedlichen Geschwin-
digkeiten ermittelt wurde, ist in Abbildung 5.2 aufgetragen.
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Abbildung 5.2: Fraskraftverlauf in Abhdngigkeit von ||v, ]|
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Die Fraskraftberechnung wird wéahrend der Optimierung mit diesen Funktionen bestimmt. Da die gezeig-
ten Funktionen nur aus Messpunkten aufgebaut sind, muss wéhrend der Optimierung linear interpoliert
werden, wenn Werte zwischen den Punkten benoétigt werden. Ebenso kann fiir jede Richtungskom-
ponente von F, ,,, mittels Regression, der Steigungsparameter m und y-Achsenabschnitt b fiir eine
Gradenfunktion F, (|[v;0l) = m-v + b berechnet werden. Wie in Abbildung 5.2 zu sehen ist, sind die
Verldufe nahezu linear, was diese Alternative genauso rechtfertigt wie eine lineare Interpolation. Die
MBSLIB stellt Methoden zur Verfiigung um externe Kréfte auf die Roboterstruktur zu {ibertragen.

Listing 5.4: MBSLIB: Koppelung der Fraskraft an den Rooter

1 TMatrix3x3 R = robot—>getEnd() .getCoordinateFrame () .R;

2 TVector3 v = R x robot—>getEnd() .getCoordinateFrame () .v;

3

4 double absvel = sqgrt (pow(v(0),2) + pow(v(l),2) + pow(v(2),2));
5

6 TVector3 millingforce;

7 millingforce(0) = millingforceX (absvel);

8 millingforce(l) = millingforceY (absvel);

9 millingforce(2) = millingforceZ (absvel);

-
(=]

TVector3 millingtorque;
millingtorque.setZero();

e
w N e

14 robot—>getEnd () .addExternalForceTorqueWCS (millingforce, millingtorque) ;

Die Funktionen millingforceX, millingforceY und millingforceZ enthalten die gezeigte Approxi-
mation der Fraskraftberechnung. Auf die Modellierung zuséatzlicher Momente, die beim Frasprozess
entstehen, wurde verzichtet. Sie konnen aber einfach durch Anpassung der Werte in millingtorque
mitber{icksichtigt werden.

5.3 Formulierung des Optimalsteuerungsproblems: Basisvariante

5.3.1 Pfadvorgabe

Zu Beginn der Formulierung muss entschieden werden, auf welche Weise der Sollpfad vorgegeben wird.
Wahrend der Optimierung muss es zu jedem Zeitpunkt ¢t moglich sein die Abweichung zwischen Ist-
und Sollposition zu ermitteln. Der Sollpfad muss also als eine geschlossene Funktion vorliegen. Da
z.B. Polynomfunktionen nur eingeschrankte Geometrien des Sollpfads erlauben, ist es notwendig einen
allgemeinen Ansatz zu verwenden. Deshalb wurde in dieser Arbeit der Sollpfad dem Optimierungsalgo-
rithmus mittels diskreter Punkte iibergeben, die aus beliebigen Kurvenbeschreibungen generierbar sind.
Um dennoch eine kontinuierliche Beschreibung des Pfads zu erhalten, kann wéhrend der Optimierung
ein Interpolationsverfahren angewandt werden, sodass auch Werte vorhanden sind, falls t zwischen zwei
Stiitzstellen liegt. Es kann z.B. eine Splineinterpolation gewéhlt werden, die PSOPT iiber eine Hilfsfunk-
tion spline_interpolation unterstiitzt. Da der Sollpfad stets in sehr hoher Auflésung mit vielen Stiitz-
stellen iibergeben wurde, kann man aus Griinden der Berechnungseffizienz auf eine lineare Interpolation
zuriickgreifen. Die Vorgabe des Sollpfads in kartesischen Koordinaten (bzgl. der Roboterbasis) bringt
einige Probleme mit sich. Wie in Abschnitt 3.1.1 gezeigt, treten beim inversen Kinematikproblem Mehr-
deutigkeiten auf. Fiir viele TCP-Punkte des Sollpfads sind mehrere Gelenkwinkelstellungen moglich,
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wodurch der Suchraum sehr grofd werden kann. Bereits Tests an einem 2-DoF Roboter haben gezeigt,
dass der Optimierungsalgorithmus héufig Losungen findet, die ein mehrfaches Wechseln zwischen &qui-
valenten Gelenkwinkelkonfigurationen beinhalten. Werden die Motormomente stark beschrankt, ist in
vielen Fillen dieser abrupte Wechsel zwischen zwei Konfigurationen nicht mehr méglich. Dann ist es
fiir den Optimierungsalgorithmus schwierig zu einer giiltigen Losung zu konvergieren und oftmals kann
kein Optimum mehr gefunden werden. Dieses Problem lésst sich zwar durch zusétzliche Energieterme in
der Zielfunktion, die einen sprunghaften Wechsel in den Gelenken bestrafen, vermindern, aber es kann
dadurch nicht generell vermieden werden. Deshalb wurde in einem ersten Formulierungsansatz des
Optimalsteuerungsproblems der Sollpfad in Gelenkwinkeln vorgegeben. Der kartesische Sollpfad wird
dazu zunachst diskretisiert und dann mit einem numerischen Algorithmus zur Berechnung des inversen
Kinematikproblems (s. Gleichungen (3.8)-(3.10)) in Gelenkwinkelkoordinaten umgewandelt. In dieser
Arbeit wurde zu diesem Zweck auf die fiir MATLAB frei erhéltliche Robotics Toolbox zuriickgegriffen
[69].

Listing 5.5: Inverse Kinematikberechnung zur Sollpfadvorgabe

1
2 L1 = link([-pi/2 0.35 0.00 0.75 0.00], 'standard'");
3 L2 = link([ O 1.25 0.00 0.00 0.00], 'standard");
4 L2.offset =—pi/2;

5 L3 = link([ pi/2 0.00 0.00 0.00 0.00], 'standard'");
6 L4 = link([-pi/2 0.00 0.00 —1.10 0.00], 'standard');
7 L5 = link ([ pi/2 0.00 0.00 0.00 0.00], 'standard'");
s L6 = link ([ pi 0.00 0.00 —0.23 0.00], 'standard");
9 kuka = robot ({Ll1 L2 L3 L4 L5 L6}, 'KR—210");

_
=}

for t=1:size(disgrid,2)

[rx,ry,rz] = tcppath(disgrid(t),tfinal);

Tce(l:4,1:4,t) = (1,0,0,rx; 0,1,0,ry; 0,0,1,rz; 0,0,0,17];
end

e e O -
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Qini = [0 —pi/2 pi/4 0 0 0];
Q = ikine (kuka, TCP, Qini);

-
el

Es muss anschlief3end iiberpriift werden, ob die Gelenkwinkelverldufe in Q Spriinge enthalten. Ist dies
der Fall, muss versucht werden diese durch eine Anpassung der Startwerte Qini zu vermeiden. Au-
Rerdem sollte der Wertebereich der Gelenkwinkelverldufe auf ein passendes Intervall normiert werden,
damit nicht unotig ein Vielfaches von © verwendet wird. Die so aufbereiteten Gelenkwinkelverldufe
konnen dem Optimierungsalgorithmus iibergeben werden.

5.3.2 Endeffektorgeschwindigkeit

Die Endeffektorgeschwindigkeit des Roboters soll konstant wihrend des Frasvorgangs sein, damit gute
Resultate erzielt werden konnen. Solche Restriktionen sind grundsatzlich iiber Zustandsnebenbedingun-
gen implementierbar. Eine passende Formulierung lautet:

81(q())=0 (5.4)
||vtool(t)|| — Vsoll =0 (55)
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Dies stellt eine fiir den Optimierungsalgorithmus sehr schwer zu erfiillende Restriktion dar. Der aktuelle
Zustand héingt von den Gelenkwinkeln q(t) ab. Die Bedingung selbst ist aber in kartesischen Koordina-
ten definiert. Das bedeutet, dass zur Einhaltung dieser Bedingung das komplette Roboterdynamikmodell
berticksichtigt werden muss. Zusitzlich stellt auch die nichtlineare Betragsfunktion eine grof3e Heraus-
forderung dar. Um eine robuste und effiziente Optimierung zu gewahrleisten, muss also ein anderer Weg
gefunden werden. In dieser Arbeit wurde eine spezielle Parametrisierung des Sollpfads vorgenommen,
sodass die Ableitung nach der Zeit auf eine konstante Bahngeschwindigkeit fiihrt. Mit diesen speziell
aufbereiteten Rohdaten wird das Hinzufiigen von Nebenbedingungen in das Optimalsteuerungsproblem
vermieden, was Vorteile fiir die Berechnungseffizienz hat. Fiir eine parametrische Kurve f(t) € R® mit
dem Parameter t € [0,t,] ist die Geschwindigkeit entlang der Kurve durch die Ableitung nach t be-
stimmt.

dfy

fy= | 4
fo=1y (5.6)

dt

Der Betrag der Geschwindigkeit ist dann gegeben durch:

AN (A6 [dfs)2
e )||—\/(dt) +(E) +(E) 5.7)

Ist einer der Eintrdage in f(t) nichtlinear, dann ist im Allgemeinen der Betrag der Geschwindigkeit nicht
konstant !. Um dies zu vermeiden, kann eine Paremetrisierung mit der Bogenlinge durchgefiihrt wer-
den. Wird der Parameter t (Zeit) dquidistant diskretisiert, so ist fiir nichtlineare Funktionen der Abstand
in Bogenldnge zwischen jeweils zwei benachbarten Werten t; und t;,; nicht konstant. D.h., in glei-
chen Zeitspannen miissen unterschiedlich lange Wege zuriickgelegt werden, was eine Anderung der Ge-
schwindigkeit zur Folge hat. Wird ein neuer Parameter s eingefiihrt, der die Kurve in Abhingigkeit ihrer
Bogenliange beschreibt, konnen die Unterschiede in den Abstinden vermieden werden. Die Bogenldnge
eines Abschnitts der Kurve f(t) von 0 bis t ist gegeben durch:

d d 2 dfs)?
s(t) = fl W)y (45 4, (5.8)
dT dt
Kann das Integral in Gleichung (5.8) analytisch bestimmt werden, kann sie nach ¢t umgeformt wer-
den. Es liegt dann eine Beschreibung t(s) vor. Mit dieser kann der Parameter t in der Funktion f(t)
ersetzt werden. Damit entsteht eine dquivalente Funktion f(s) mit dem Parameter s € [0, L], wobei

L die Gesamtbogenldnge der Kurve ist, wenn t seinen maximalen Wert t; annimmt. Der Betrag der
Geschwindigkeit fiir eine Kurve mit solcher Parametrisierung ist immer = 1, denn:

d . . = dt 59
|I£f(5)||—||f (t(S))H'E 5.9
. 1
ST GO)E yn (5.10)
dt
. 1
=’ e 5.11
IIf CeCs I F e (5.11)
=1 (5.12)

1 Die Kreisbahn f(t) = (cos(t),sin(t),0)" ist beispielsweise eine Ausnahme.
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Das Integral von Gleichung (5.8) kann fiir komplexe Kurven nicht mehr analytisch bestimmt werden.
Aufgrund der Erlduterungen im vorangegangenen Unterabschnitt 5.3.1 muss der Pfad letztendlich nur
diskretisiert vorliegen. Es kann vorher festgelegt werden, aus wie vielen Punkten die Diskretisierung
bestehen soll. Daraus ergibt sich der Abstand zwischen den einzelnen Stiitzstellen, falls die Gesamtbo-
genldnge L der Kurve f(t) bekannt ist. Sie kann durch numerischer Integration des Integrals (5.13)

berechnet werden.
AR (dR\? | [dfs)?
:JO \/(E) + (E) + (E) drt (5.13)

In MATLAB steht dazu der Befehl quadgk zur Verfligung. Die Intervallbogenldnge As zwischen den
Diskretisierungspunkten ergibt sich aus dem Quotienten von L und der Anzahl der gewiinschten Stiitz-
stellen. Fiir jeweils zwei benachbarte Stiitzstellen s; und s;,; muss dann gelten:

i+1 2 2
As_f \/ dh dfz) +(%) dr (5.14)
d’L’ dt
i+1 2 2
AS—J \/ dh dfz) +(%) dt=0 (5.15)
dT dt

Auch in Gleichung (5.15) kann das Integral numerisch gelost werden. Die linke Seite entspricht einer
Funktion n(s;,;). Zur Generierung der Diskretisierung wird eine Iteration durchgefiihrt. Man startet am
Anfang der Kurve mit der Stiitzstelle s, = 0. Der Wert des nichsten Punktes s;,;, der den Abstand As
entlang der Kurve zum vorherigen Punkt s; haben soll, ist noch unbekannt. Allerdings muss Gleichung
(5.15) erfiillt sein, bzw. n(s;;;) besitzt dort eine Nullstelle. Zur Nullstellensuche kann z.B. das New-
tonverfahren eingesetzt werden (s. Abschnitt in 4.1.1). MATLAB verfiigt mit fzero {iber ein hilfreiches
Werkzeug zur numerischen Nullstellenbestimmung. Damit ist der Wert von s;; mit ausreichender Ge-
nauigkeit bekannt. Er wird nun zur neuen unteren Grenze fiir das Integral in (5.15) und die Suche der
oberen Integralgrenze mit Hilfe der Nullstellenbestimmung beginnt von vorne. Diese Iteration wird so
lange durchgefiihrt, bis die gewiinschte Anzahl an Stiitzstellen erreicht wurde und s, ~ t; gilt. Das Dis-
kretisierungsgitter disgrid, das in den Zeilen 12 und 13 von Programmausschnitt 5.5 benutzt wurde,
lasst sich auf diese Weise erstellen. Ein anderes Verfahren zur Erstellung einer solchen Parametrisierung
ist in [70] zu finden.

5.3.3 Zielfunktion

Die Zielfunktion soll in diesem Szenario die Abweichung zwischen der Ist- und Sollposition der Werk-
zeugspitze bzw. des Roboterendeffektors widerspiegeln. Da der Sollpfad in Gelenkwinkeln vorgegeben
wird, kann die Abweichung auch in Gelenkwinkeln betrachtet werden. Da nur der Betrag der Abwei-
chung wichtig ist und nicht das Vorzeichen, wird der quadratische Fehler zwischen Ist- und Sollwert
benutzt. Zusitzliche Kosten zur Endzeit entstehen nicht, weswegen der Mayer-Term auf 0 gesetzt wird.
AuRerdem konnen Gewichtungsfaktoren w; eingefithrt werden. Abweichungen im ersten Gelenk haben
aufgrund des ldngeren Hebelarms einen grof3eren Einfluss auf die Endeffektorgenauigkeit als Abwei-
chungen in den hinteren Gelenken und sollten deshalb hoher gewichtet werden.

ty 6
J[u(t), (t)]—0+f i-(qsou,i(t)—qi(t))2 (5.16)
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Wird die Zielfunktion jedoch direkt iiber kartesische Abweichungen ausgedriickt, entfallen diese Fak-
toren. Die aktuelle Istposition des Endeffektors p héngt von den Gelenkwinkeln q(t) ab und muss
zusétzlich vom Dynamikmodell zur Verfiigung gestellt werden. Das Zielkriterium beziiglich der direkten
TCP-Abweichung ist:

ty
J[u(t)’q(t)] :O+f Z (psoll,i(t)_pi(t))z (5.17)

0 ie{x,y,z}

5.3.4 Systemdynamik - Zustand

Die rechte Seite f(x(t),u(t)) der Systemdymnamik wird, wie in Abschnitt 5.2.3 beschrieben, durch
Programmcode, der mittels der MBSLIB entwickelt wurde, bereitgestellt. Er enthélt die Gleichungen
(5.1) und (5.2). Die GréRen, von denen der aktuelle Systemzustand abhéingt, sind die Gelenkwinkel q**
und Gelenkwinkelgeschwindigkeiten ¢®*!. Werden im Modell virtuelle Achsen beriicksichtigt, miissen

die erweiterten Gelenkwinkel §"*! und Gelenkwinkelgeschwindigkeiten g"*! benutzt werden.

x (> = (Zgg) ,n>6 (5.18)

5.3.5 Systemdynamik - Steuerung

Die Steuerung kann iiber sechs Motormomente 7; erfolgen. Aufgrund der Elastizitdten im Robotermo-
dell kann 7 durch die Gleichung (5.2) ausgedriickt werden. Statt den Roboter somit direkt {iber die
Motormomente zu steuern, kann er iiber die Pfadgrof3e ¢, (in Gelenkwinkelkoordinaten) kontrolliert
werden. Das hat den Vorteil, dass nach der Optimierung die Losung fiir die Steuerung direkt den kom-
pensierten Pfad darstellt. Er reprédsentiert den eigentlichen Pfad, den der Roboter aufgrund der externen
Kréfte ansteuern muss, um den Sollpfad zu erhalten. Nur die sechs Eintrédge in §,,, die den angetriebenen
Gelenken des Roboters zugeordnet sind, bilden die Steuerung. Die restlichen virtuellen Achsen werden
nicht angesteuert.

(5.19)

6x1 =1(t) Steuerung mit Motormomenten
u’* (t) ~ . .
=q,(t) Steuerung mit Kompensationspfad

5.3.6 Anfangs- und Endbedingungen

Die Anfangs- und Endwerte fiir q sind iiber den Sollpfad, der in Gelenkwinkeln vorliegt, vorgegeben.
Die Anfangs- und Endwerte fiir ¢ kdnnen zunichst als natiirliche Randbedingungen formuliert und au-
tomatisch vom Optimierungsalgorithmus bestimmt werden. PSOPT benoétigt dazu einen Bereich, in dem
gesucht werden soll. Falls keinerlei Informationen dariiber vorhanden sind, kann -INF bis INF verwendet
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werden, was aber sehr ineffizient ist. Im vorliegenden Fall kann ¢(0) und ¢ (t;) iiber die Beschrédnkungen
des physikalischen Roboters eingegrenzt werden, die auch in den Nebenbedingungen stecken.

q(0) =q4,(0) (5.20)
q(0) = FrE1 (5.21)
q(ts) =qsonlts) (5.22)
q(ty) =FrE1 (5.23)

Werden die erweiterten Gelenkwinkel § mit virtuelle Achsen g7, qf’ beriicksichtigt, sind deren Randwerte
ebenfalls als ,,Frer“ zu wéhlen.

5.3.7 Endzeit

Die Endzeit ist fest vorgegeben. Da der Sollpfad mit konstanter Geschwindigkeit abgefahren wird, ergibt
sich automatisch daraus t;. Aufgrund der Parametrisierung des Pfades mit der Bogenlédnge wurde eine
konstante Geschwindigkeit erreicht. Damit hat die Endzeit denselben Wert wie die Bogenldnge der
Kurve.

tp=1 (5.24)

Der Endeffektor erreicht dann die Geschwindigkeit ||v,,.;|| = 1.

5.3.8 Zustands- und Steuerungsnebenbedingungen

Die Nebenbedingungen enthalten die Steuer- und Zustandsrestriktionen. Da die Endeffektorgeschwin-
digkeit bereits {iber eine spezielle Wahl der Diskretisierungspunkte festgelegt wurde, sind alle verblie-
benen Nebenbedingungen iiber einfache explizite Restriktionen (upper / lower bounds) formulierbar.
Weitere nichtlineare Nebenbedingungen sind nicht vorhanden. Die Zustandsbeschréankungen ergeben
sich aus der Geometrie und der Konstruktion des realen Roboters. In den Herstellerdaten sind die Gren-
zen q; yi, und q; 0, der (angetriebenen) Gelenke und die Grenzen §; ,,,;, und §; .0, der Gelenkwinkelge-
schwindigkeiten zu finden. Diese konnen allerdings schon in der Sollpfadvorgabe beriicksichtigt werden.
Dabei ist zu beachten, dass die Kurve im Arbeitsraum des Roboters liegt. AnschlieBend ist zu tiberpriifen,
ob die Gelenkwinkelwerte, die bei der inversen Kinematikberechnung entstehen, die genannten physi-
kalischen Grenzen nicht verletzen. Im Optimalsteuerungsproblem kénnen dann als Schranken fiir g;
die engeren minimalen und maximalen Gelenkwinkelwerte des Sollpfads G ; min Und Gsop i max benutzt
werden. Die Eintrage fiir die passiven Kippfreiheitsgrade g7, q;" sind darin jeweils = 0. Alle DoF miissen
noch durch eine Toleranz e, erweitert werden, da die auftretenden Abweichungen zu berticksichtigen
sind. Die Zustandsbeschréankgungen lauten:

C~15011 i,min — eq =< Qi = QSOH i,max + eq (5-25)
.i =< éi,max (526)

Représentiert die Steuerung direkt die Motormomente 1;, sind die Grenzen 7, ,;, und 7, ,,, durch die
Leistungsdaten der Servomotoren gegeben. Diese stehen in den Datenbléttern des Roboterherstellers.
Reprasentiert die Steuerung den kompensierenden Pfad, sind die Beschrankungen nicht so klar vordefi-
niert, sondern hangen vom Prozess selbst ab. In den Fraskraftsimulationen und bei realen Experimenten
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hat sich gezeigt, dass die Abweichungen zum Sollpfad, die beim Abfahren der Trajektorien entstehen,
relativ klein sind. Das bedeutet, auch die kompensierende Trajektorie liegt nahe an der Sollbahn. Somit
kann die Steuerungsbeschriankung als eine Erweiterung der maximalen und minimalen Gelenkwinkel-
werte der Sollbahn mit einer grofReren Toleranz €, > €, definiert werden.

Ti,min < U; < Ti,max: falls T } (5 27)

QSOH i,min — €u < U; < Elsoll i,max + €us falls u; = Qu,i
Nach jeder Optimierung sollte nochmals iiberpriift werden, ob die angenommenen Werte fiir ¢, und €,

realistisch waren und die nicht verwendeten realen physikalischen Begrenzungen des Roboters (g; in,
Qi max> Timin> Timin) VON der gefundenen Losung verletzt werden.

5.3.9 Resultate

Dieser Abschnitt zeigt die Optimierungsergebnisse fiir den Beispielpfad p(t).

x(t) (3-(t—25)°-3-(t—2.5))-0.01+2.05
p(O)=[y®)|= ((t—25)*-4)-0.01+0.05 , te[0,5] (5.28)
z(t) 0.5

Der Pfad liegt innerhalb einer Metallplatte mit 0.1 [m] x 0.1 [m] Kantenlédnge. Die Bogenldnge des
Pfads betrdgt L = 0.1858 [m]. Er wird in 1000 Intervalle unterteilt (= 1001 Diskretisierungspunkte),
deren Linge jeweils As = 0.0001858 [m] betrdgt. Fiir die Zielfunktion wird Formel (5.16) gewdéhlit.
Die Steuerung wird iiber die kompensierende Pfadangabe (5.19) realisiert. Der betrachtete Manipulator
ist in allen sechs angetriebenen Gelenken elastisch, hat aber aufgrund der hohen Komplexitdt noch
keine zusatzlichen Kippachsen. Die Randwerte stammen aus (5.20)-(5.23). Es zeigt sich, dass sich die
Rechenzeit reduzieren lasst, wenn auch q(0) und q(t;) fest vorgegeben werden. Deren Werte lassen
sich iiber die Jacobimatrix des Manipulators oder in guter Ndherung iiber finite Differenzen der beiden
ersten bzw. beiden letzten Gelenkwinkelwerte bestimmen. Die Endzeit lautet wie in (5.24) t; = L. Der
Zustand wird iiber Bedingungen (5.25)-(5.26), die Steuerung iiber Bedingung (5.27) beschrénkt. Es
werden keine weiteren nichtlinearen Nebenbedingungen verwendet.

0.1f 0.1f
0.08F 0.08f
0.06 0.06
0.04+ 0.04+
0.02+ 0.02+
or 0
‘2 2,62 2A'04 2)06 2}08 2:1 é 2A‘02 2.64 2.66 2.68 211
(a) Sollpfad auf der Werkstiickoberflache (b) Zustand und Steuerung (40 Punkte)

Abbildung 5.3: Fraspfad des Roboters in der x-y-Ebene;
rot: Sollpfad, griin: Kompensationspfad, blau: Istpfad
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Abbildung 5.4: Fraspfad des Roboters; rot: Sollpfad, griin: Kompensationspfad, blau: Istpfad

Abbildung 5.3 (a) zeigt den Sollpfad von Formel (5.28), welcher iiber die inverse Kinematik in Ge-
lenkwinkelkoordinaten umgewandelt und dem Optimalsteuerungsalgorithmus vorgegeben wird. Dieser
berechnet die Losung von Abbildung 5.3 (b). Der griine Verlauf ist der kompensierende Steuerungspfad
(vgl. Abschnitt 5.3.5). Wird dieser Pfad abgefahren, erhdlt man den eigentlichen Pfadverlauf des Ro-
boters, der blau eingezeichnet ist. Er soll moglichst genau den Sollpfad wiedergeben. In Abbildung 5.4
(a)-(c) ist zu sehen, dass der rote Sollpfad in allen drei Raumrichtungen gut mit dem blauen Istpfad
tibereinstimmt. Es ist auch zu erkennen, dass sich das Robotermodell trotz seiner Elastizitdten recht steif
verhélt, weswegen der griine Steuerpfad sehr nah am roten Sollpfad liegt.

o —/

0.6

0.4r

0.2

0 1 1 1 1 1 1
0 0.02 0.04 006 008 0.1 012 0.14 0.16 0.18

(a) Roboterkonfiguration (b) Endeffektorgeschwindigkeit

Abbildung 5.5: links: Darstellung der Roboterkonfiguration zum Endzeitpunkt ¢,
rechts: Endeffektorgeschwindigkeit wahrend des Frasens

Die Abbildungen 5.6 (a)-(f) zeigen den Soll-, Ist- und Steuerungsverlauf in Gelenkwinkelkoordinaten.
Die Farbkodierung wurde analog zu den Abbildungen 5.4 (a)-(c) beibehalten. Auch hier lassen sich
Unterschiede erst bei einer hoheren Vergrof3erung feststellen, was in Kapitel 6 vorgenommen wurde.
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(a) Gelenk gl (b) Gelenk g2 (c) Gelenk g3

0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02 %0 002 o004 0068 008 01 012 014 016 018 02 0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02

(d) Gelenk g4 (e) Gelenk g5 (f) Gelenk g6

Abbildung 5.6: Gelenkwinkelverldufe des Roboters; rot: Sollpfad, griin: Kompensationspfad, blau: Istpfad

NLP Variablen 560
NLP Nebenbedingungen 505
Auswertungen der Zielfunktion 141
Auswertungen des Gradienten der Z.f. 75
Kollokationsmethode Legendre
Gitterpunkte (fest) 40
CPU-Zeit 348.54 [sec]
Iterationen 74
Kostenwert 2.17764-e09

Tabelle 5.1: Ausgabe von PSOPT

5.4 Anderungen des Optimalsteuerungsproblems

Neben der genannten Forumulierung des Optimalsteuerungsproblems wurden noch weitere Moglichkei-
ten untersucht. Aus allen anderen bisher durchgefithrten Optimierungen resultierten nur schlechtere
oder vergleichbare Ergebnisse bei ldngerer Rechenzeit. Es folgen nun einige ausgewahlte Beispiele. In
diesen wurde stets die beschriebene Diskretisierung beibehalten. Nur die Unterschiede zur vorangegan-
genen Formulierung werden aufgezeigt.

Variante 1:

Die Zielfunktion misst die Abweichung zur kartesischen TCP-Sollposition (s. Formel (5.17)). Spriinge in
den Gelenkkonfigurationen aufgrund von Mehrdeutigkeiten traten nicht auf. Die Beschrdnkungen der
Gelenkwinkel und Gelenkwinkelgeschwindigkeit wurden immer noch auf den Sollpfad in Gelenkwin-
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kelkoordinaten angepasst, was eine Erklarung dafiir ist. Bei dieser Optimierung wurde der kartesische
Sollpfad &dhnlich gut wie in den Ergebnissen des letzten Abschnitts 5.3.9 eingehalten. Es trat allerdings
ein zeitlicher Versatz zwischen Ist- und Sollwerten in Gelenkwinkelkoordinaten auf. Das hat zur Folge,
dass die geforderte TCP-Geschwindigkeit groere Schwankungen bzgl. der Referenzgeschwindigkeit
aufweist. Auflerdem hat sich die Rechenzeit vervielfacht.

NLP Variablen 560

NLP Nebenbedingungen 505
Auswertungen der Zielfunktion 836
Auswertungen des Gradienten der Z.f. 267
Kollokationsmethode Legendre
Gitterpunkte (fest) 40
CPU-Zeit 862.52 [sec]
Iterationen 266
Kostenwert 6.711005-e09

Tabelle 5.2: Ausgabe von PSOPT fiir Variante 1

Variante 2:

Um den Versatz in den resultierenden Gelenkwinkelverlaufen der letzten Formulierung zu reduzieren,
besteht die Zielfunktion hier sowohl aus der Abweichung der Gelenkwinkel als auch aus der Abweichung
der kartesischen TCP-Position. Die Anteile konnen iiber den Faktor y gewichtet werden. Die Resultate
aus diesen Optimierungen haben gezeigt, dass erst fiir einen y-Wert nahe bei 1 (y ~ 0.9) der Versatz
gut vermindert wird. Diese Formulierung bietet damit keine Vorteile gegeniiber der Basisvariante (fiir
die y = 1 gilt), da die TCP-Abweichung kaum noch miteinflieBt. Trotzdem wird eine deutlich hohere
Rechenzeit benotigt.

[ 6
Ju(0,q01=0+ | 1> o (G- a®©) +A =1 - > (P —pi(0)” dt  (5.29)
JO i=1 ie{x,y,z}

NLP Variablen 560

NLP Nebenbedingungen 505
Auswertungen der Zielfunktion 979
Auswertungen des Gradienten der Z.f. 232
Kollokationsmethode Legendre
Gitterpunkte (fest) 40
CPU-Zeit 812.7800 [sec]
I[terationen 231
Kostenwert 5.288319-e07

Tabelle 5.3: Ausgabe von PSOPT fiir Variante 2

Variante 3

Die Zielfunktion hat wieder die Form (5.17). Zusétzlich wurden nichtlineare Zustandsnebenbedingun-
gen eingefiihrt. Sie beschréanken den Sollpfad in Gelenkwinkeln nach oben und unten, sodass eine
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e-Umgebung um den Gelenkwinkelverlauf entsteht, die der Optimierungsalgorithmus bei seiner Suche
nicht verlassen darf.

81(q(t)) = (q(t) — qsou(t) —€,) =0 (5.30)
gz(‘](t)) = (‘I(f) - qsoll(t) + Gg) S 0 (531)
=—(q(t) = qon(t) +€,) 20 (5.32)

Die damit generierten Ergebnisse zeigen nur eine leichte Veringerung des zeitlichen Versatzes zur Soll-
bahn. Aber fiir eine bessere Genauigkeit muss €, kleiner gewéahlt werden. Das kann zur Folge haben,
dass der Optimierungsalgorithmus zur sehr eingeschréankt wird und keine Losung mehr finden kann. Bei
einem e, = 0.0001 ist die Rechenzeit bereits enorm.

NLP Variablen 560

NLP Nebenbedingungen 745
Auswertungen der Zielfunktion 1652
Auswertungen des Gradienten der Z.f. 510
Kollokationsmethode Legendre
Gitterpunkte (fest) 40
CPU-Zeit 1488.480 [sec]
[terationen 509
Kostenwert 6.016006-e09

Tabelle 5.4: Ausgabe von PSOPT fiir Variante 3

Bemerkung 5.1. Die Kostenwerte der einzelnen Varianten des Optimalsteuerungsproblems sind nicht
unmittelbar vergleichbar, da jeweils eine andere Zielfunktion verwendet wurde. Hierzu sei auf Kapitel 6
verwiesen.

5.5 Mehrphasenprobleme

Mit Mehrphasenproblemen lassen sich Aufgabenstellungen beschreiben, die nicht stetige Uberginge oder
diskrete Zustandsdnderungen beinhalten. Auch die Pfadverfolgung von Industrierobotern beim Frasen
konnen solche Phdnomene enthalten. Das Eintauchen des Fraskopfes von aulRerhalb in das Werkstiick
hinein oder auch in umgekehrter Richtung ldsst sich damit beschreiben. Dabei werden innerhalb eines
Zeitschritts nahezu sprunghaft die Kréfte auf den Endeffektor ein- oder ausgeschaltet. Es kann notig sein
Parameter des Robotermodells wéahrend des Prozesses zu dndern. Auch der Sollpfad kann zu Mehrpha-
senformulierungen fithren. Enthélt er Kanten (nicht stetig differenzierbare Ubergénge), kann der Robo-
ter diesen nicht mit konstanter Geschwindigkeit abfahren. In einzelnen Motoren waren dafiir unendlich
grolde Drehmomente notwendig. Mit den iiblichen Formulierungen von Optimalsteuerungsproblemen
konnten somit aufgrund von Restriktionsverletzungen keine Losungen oder nur Losungen mit grofden
Abweichungen an den Phaseniibergdngen gefunden werden. Mit Inneren-Punkt-Bedingungen (4.75) an
diesen Stellen kann dies vermieden werden. Hier ist beispielhaft das Frasen einer Kante gezeigt.

((t+2.05),(t —0.2),0.5)", falls t < 0.2

((—t+0.4)+2.05,(t —02),0.5), fallst>02 » ' SL0041 (533

p(t) = (x(0), y(),2(0)) " = {
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Beim Ubergang zum Zeitpunkt t, = 0.2 kann die Geschwindigkeit nicht aufrecht gehalten werden. Des-
halb wird eine Ubergangsbedingung aufgestellt, die nur einen stetigen Verlauf der Gelenkwinkel q for-
dert.

r(q (t),q*(t), t)=q (t,)—q*(t)=0 (5.34)

Ein stetiger Ubergang fiir ¢ ist nicht méglich und wird deshalb nicht verlangt. In PSOPT muss zusétzlich

gefordert werden, dass die Zeit t ebenfalls stetig an diesem Ubergang ist. Fiir die Endzeit ) = t.=0.2

f
der ersten Phase und der Startzeit t(()z) =t} = 0.2 der zweiten Phase muss gelten:

r(t}”, t?) = t}l) ~tP =0 (5.35)

Der Zeitpunkt t; des Ubergangs ist hier bereits bekannt, was aber nicht immer der Fall sein muss.

5.5.1 Resultate

0.2r

0.2f
015} 0.15}
0.1+ 0.1f
0.05- 0.05r
or ol
-0.05- -0.05
“o1 -0.1
-0.15 -0.15
—0.2 . . . L L L L L L -0.2ts ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1.9 1.95 2 205 21 215 22 225 23 235 24 1.9 195 2 205 21 215 22 225 23 235 24
(a) Sollpfad (b) Istpfad und Steuerung

Abbildung 5.7: Fraspfad des Roboters; rot: Sollpfad, griin: Kompensationspfad, blau: Istpfad

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04

Abbildung 5.8: Endeffektorgeschwindigkeit im Mehrphasenproblem
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In Abbildung 5.8 sieht man, wie die Endeffektorgeschwindigkeit an der Kante des Pfades einbricht. Dies
geschieht aufgrund von Bedingung (5.34), die nur einen stetigen Ubergang der Gelenkwinkel und somit
der TCP-Position fordert. Effizientere Bedingungen, die einen stetigen TCP-Verlauf gewahrleisten und
gleichzeitig den Geschwindigkeitseinbruch moglichst gering halten, sind fiir zukiinftige Weiterentwick-
lungen interessant. In Abbildung 5.7 (b) ist auferdem eine Schleife im Steuerungspfad (griin) zu erken-
nen. Ein besserer Steuerungsverlauf ist in diesem Fall vielleicht iiber eine lokale Kollokationsmethode
mit Gitterverfeinerung zu erreichen. Mit zusitzlichen Gitterpunkten in diesen kritischen Ubergangsbe-
reichen konnen an solchen Stellen genauere Verldufe berechnet werden.

NLP Variablen 560
NLP Nebenbedingungen 513
Auswertungen der Zielfunktion 200
Auswertungen des Gradienten der Z.f. 89
Kollokationsmethode Legendre
CPU-Zeit 329.3000 [sec]
Iterationen 89
Phase 1 Phase 2
Gitterpunkte (fest) 20 20
Endzeit 0.2 0.4
Kostenwert 3.876056-e08 3.888513-e08

Tabelle 5.5: Ausgabe von PSOPT
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6 Bewertung

6.1 Beurteilung der erzielten Ergebnisse

Es bleibt nun zu kldren, in wie weit die im letzten Kapitel erreichten Ergebnisse Einfluss auf die Quali-
tat der Pfadverfolgung genommen haben. In Abbildung 5.4 ist bereits zu sehen, dass fiir die einzelnen
Richtungskomponenten der Soll- und Istpfad gut iibereinstimmen. Fiir die Darstellung in Gelenkkoordi-
naten ist dies am Beispiel von q; nochmals genauer im folgenden Bild illustiert. Auch hier ist die gute
Ubereinstimmung des roten eingezeichneten Sollpfads mit dem blauen Istverlauf sehr deutlich. In den
beiden vergrofderten Bereichen ist die Auswirkung der kompensierenden Steuerungstrajektorie nun bes-
ser zu erkennen. Der griin eingezeichnete Steuerungsverlauf liegt deutlich neben dem roten Sollpfad.
Wird nun die Steuerungstrajektorie vom Roboter abgefahren, entsteht aufgrund der externen Krifte der
blaue Verlauf. Dieser wurde durch die versetzt liegende Steuerung auf den Sollpfad ,,gezogen“. Bei einer
noch hoheren Vergroerung kann man sehen, dass an manchen Punkten der Istpfad leicht iiber oder
unter dem Sollpfad liegt. An diesen Stellen {iberkompensiert die Steuerung die externe Kraft oder ist
vom Optimierungsverfahren zu gering ausgelegt worden. In welchem Mal3e dies geschieht, soll in die-
sem Kapitel betrachtet werden. Auflerdem ist zu beachten, dass die berechnete Losung nur an diskreten
Punkten vorliegt. Die Steuerung (griin) und der Zustand (blau) wurden nur fiir 40 Gitterpunkte berech-
net. Eine hohere Auflosung ist momentan wegen technischer Beschrdnkungen nicht méglich. Der grof3e
Steuerungsausschlag, der jeweils zu Beginn und am Ende auftritt, konnte bisher nicht effektiv reduziert
werden. Da die Zustinde an den Rindern fest vorgegeben sind und dort der Sollpfad mit dem Istpfad
bereits iibereinstimmt, ist der Wert der Steuerung an diesen Punkten unerheblich. Vermutlich setzt der
Optimierungsalgorithmus die Steuerwerte dort beliebig fest oder l4uft in die Beschrankungen. Fiir eine
spatere Weiterverarbeitung der Steuertrajektorie ist es empfehlenswert jeweils den ersten und letzten
Punkt durch passendere Werte zu ersetzen.

|
1
I
1
|
|
|
\

Abbildung 6.1: Exemplarische Betrachtung des Gelenkwinkelverlaufs qs;
rot: Sollpfad, griin: Kompensationspfad, blau: Istpfad
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Die genaue Messung des absoluten Fehlers auf dem von PSOPT generierten Zeitgitter erfordert einige
Zwischenschritte. Dabei muss wiederum auf numerische Verfahren zuriickgegriffen werden. Die somit
auftretenden Ungenauigkeiten verféalschen die Messung der Pfadabweichung. Der durchgefiihrte Ablauf
wird in Abbildung 6.2 gezeigt.

@/‘ kontinuierlicher Sollpfad

diskretisierter Sollpfad

(Parameter t)

(Gitter $) diskretisierter Sollpfad
diskretisierter Istpfad o

Fehler

@ (Gitter s)

(Gitter 3) A

diskretisierter Istpfad diskretisierter Sollpfad
in Gelenkwinkelkoordinaten| | in Gelenkwinkelkoordinaten @

@

(Gitter 3) (Gitter s)

Abbildung 6.2: Ablauf zur Messung der Pfadabweichung

. Der kontinuierliche kartesische Sollpfad p(t), t € [0,t; ] wird diskretisiert, wobei eine Parametri-

sierung mit der Bogenlédnge durchgefiihrt wird, sodass der Abstand der einzelnen Diskretisierungs-
punkte jeweils gleich grol3 ist. Dazu ist in jedem Schritt ein Integral und eine Nullstelle numerisch
zu bestimmen. Am Ende liegt eine diskrete Beschreibung des kartesischen Sollpfads p;(s), s € [0, L]
an den Stellen s, ...,s, vor.

. Fiir das in Abschnitt 5.3 beschriebene Basisoptimalsteuerungsproblem miissen die TCP-Punkte p; in

Gelenkwinkelkoordinaten umgewandelt werden. Dies geschieht iiber das numerische Losen eines
nichtlinearen Gleichungssystems. Der Sollpfad liegt als diskreter Gelenkwinkelverlauf in q; vor.

. Der numerische Optimalsteuerungalgorithmus berechnet den Istpfad in Gelenkwinkeln gq;(3), § €

[0, L] auf einem eigenen Zeitgitter mit s, ..., S59.

. Die Gelenkwinkel werden mit einer Vorwartskinematiktransformation in TCP-Koordinaten umge-

rechnet. Daraus resultiert der Istpfad p;($), § € [0,L].

. Um die Differenz zwischen Sollpfad und Istpfad messen zu konnen, muss der Sollpfad nun auf

dem PSOPT Zeitgitter ausgewertet werden. Eine kontinuierliche und an beliebigen Punkten aus-
wertbare Funktion des Sollpfads liegt aber nur fiir den Parameter t vor. Das von PSOPT generierte
Zeitgitter muss nun erst von § nach t transformiert werden. Hierfiir ist nochmals das numerische
Auswerten eines Integrals und einer Nullstelle fiir jeden Gitterpunkt notig.
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6. Am Ende liegen die Werte des Sollpfades und des Istpfades an korrespondierenden Zeitpunkten
vor, an denen die Abweichung gemessen werden kann.

6.1.1 Resultierende Pfadabweichungen

OM ’—‘-’\f\/\ ok

0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 0 002 004 006 008 01 012 014 016 018

(a) Basisformulierung (b) Variante 1

L L L L L L n n L L L L L L L L L L
0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 0 002 004 006 008 01 012 014 016 0.18

(¢) Variante 2 (d) Variante 3

Abbildung 6.3: Pfadabweichungen auf dem von PSOPT generierten Diskretisierungsgitter §

Wie in Abbildung 6.3 zu sehen ist, schneidet die Basisformulierung am besten ab. Thre Zielfunktion ist
direkt von den Gelenkwinkeln des Systemzustands abhidngig und besitzt somit eine recht einfache Dar-
stellung. Variante 1 und Variante 3 haben jeweils die Zielfunktion (5.17), welche die TCP-Abweichung
misst. Da ihr Verlauf somit von der Systemdynamik abhangt, ist sie wesentlich komplexer. Der hohe
Grad an Nichtlinearitat fiihrt dazu, dass der Optimierungsalgorithmus sie nur schlecht minimieren kann.
Die zusatzliche Nebenbedingung (5.32) von Variante 3 zeigt kaum eine Auswirkung. Die e-Umgebung
ist immer noch zu grob um den Algorithmus in ein besseres Minimum zu lenken. Der resultierende
Fehlerverlauf von Variante 3 ist deswegen nahezu identisch zu dem aus Variante 1. Das kombinierte
Zielfunktionskriterium von Variante (5.29) verhélt sich etwas besser. Dafiir scheint jedoch nur die hohe
Gewichtung des Anteils aus der Basisformulierung verantwortlich zu sein. Der zweite Term wirkt eher
storend, sodass der Fehlerverlauf immer noch wesentlich schlechter gegeniiber dem Verlauf aus der Ba-
sisformulierung ist.
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6.2 Andere Bewertungskriterien

Eine objektive und exakte Bewertung des Verfahrens ist gegenwartig aufgrund der zur Verfiigung ste-
henden Werkzeuge nur schwer durchzufiihren. Es existiert ein MATLAB Programm zur Frassimulation
basierend auf einem numerischen Nagelbrettmodell, welches ein genaueres Verhalten als die in Glei-
chung (5.3) beschriebene Approximation bietet. Um die Frage zu kldren, welche Verbesserung eine
Pfadkompensation mit sich bringt, konnen damit Simulationen durchgefiihrt werden. Zum einen wird
das Frasen mit der kompensierenden Trajektorie simuliert, zum anderen das Frésen mit der reinen Soll-
trajektorie. Dadurch kann der Vorteil einer Pfadkompensation deutlich gemacht werden. Allerdings sind
die Rechenzeiten dafiir momentan noch sehr hoch und ein spezielles Aufbereiten der Daten des Fraspfads
notwendig. Beispielsweise miissen Uberschleifradien und die Taktfrequenz der Robotersteuerung einge-
halten werden. Dariiber hinaus ist ein direkter Vergleich der entstehenden Nagelbrettmuster denkbar.
Die Unterschiede zwischen gewiinschtem Sollnagelbrett und erreichtem Istnagelbrett eignen sich eben-
falls als Mal3 zur Bewertung des Verfahrens. Dabei kann der Fehler noch weiter in die Kategorien ,,falsch
getroffener Nagel“ (false positive) und ,nicht getroffener Nagel“ (false negative) unterteilt werden. Das
MATLAB Skript verfiigt allerdings derzeitig nicht iiber eine solche Funktionalitdt. Letztendlich ist ent-
scheidend, wie sich das Verfahren in der Realitdt am echten Roboter verhélt. Zwar sind in Experimenten
bereits Frasversuche unternommen worden, jedoch wurden dazu noch nicht die durch Optimalsteue-
rung ermittelten Kompensationstrajektorien verwendet. Die Durchfithrung solcher Frasversuche in der
Realitét ist zur Zeit noch sehr aufwendig. Dies konnte unter anderem durch eine effizientere Gestaltung
der Schnittstellen und Ablédufe verbessert werden. Eine genauere Untersuchung und Bewertung der real
erzielten Frasergebnisse bietet sich somit als Gegenstand zukiinftiger Arbeiten an.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung des Losungsansatzes

In dieser Masterthesis wurde eine Methode vorgestellt um die Pfadabweichung von Industrierobotern
wahrend des Frasprozesses zu minimieren. Der Vorteil von Industrierobotern zu diesem Zweck liegt
hauptséachlich in den niedrigen Anschaffungskosten und dem grol3en Arbeitsraum. Herkommliche Werk-
zeugmaschinen konnen nur kleine Bauteile bearbeiten. Roboter kénnen neben dem Frasen noch weitere
Aufgaben iibernehmen, was Unternehmen in ihrer Produktionsplanung flexibler macht.

Optimale Steuerung bietet die Moglichkeit ein allgemein giiltiges Verfahren zu entwickeln, das nicht auf
einem bestimmten Robotertyp basiert oder andere Annahmen oder ein zusitzliche technische Ausrii-
stung vorraussetzt. Die Entwicklung und der aktuelle Stand der Optimalen Steuerung wurden erléutert,
die hiufigsten Einsatzgebiete beschrieben und eine Ubersicht der Lésungsverfahren gegeben. AuRerdem
sind weitere Arbeiten, die sich mit der Pfadverfolgung durch Manipulatorarme beschéftigen, vorgestellt
und die Gemeinsamkeiten und Unterschiede zum hier verfolgten Ansatz herausgestellt worden. Dabei
traten vor allem die in dieser Arbeit zu beriicksichtigenden hohen externen Krifte als spezielle Problem-
charakteristik hervor. Diese entstehen beim Zerspanen von Metallen und lassen sich mit analytischen,
empirischen oder mechanistischen Beschreibungen ermitteln. Fiir genaue Berechnungen sind numeri-
sche Verfahren wie Nagelbrettmodelle noétig, die aber sehr rechenintensiv sind.

Wenn die externen Kréafte bekannt sind, kann man ihren Einfluss auf die Roboterstruktur bestimmen.
Roboter arbeiten aufgrund von Elastizitdten in den Gelenken noch zu ungenau. Fiir eine Kompensati-
onsstrategie ist es deshalb wichtig bei der Modellierung des Roboters dieses elastische Verhalten mit-
zuberiicksichtigen. Das vorliegende Robotermodell bildet die Elastizitét in allen sechs Gelenken ab und
verfiigt iiber die Moglichkeit weitere orthogonal zu den Drehachsen liegende virtuelle Kippachsen hinzu-
zufiigen. Die zugrunde liegende Herleitung der starren Roboterdynamik wurde auf zwei unterschiedliche
Weisen in Kapitel 3 gezeigt.

Die Formulierung und Berechnung eines Optimalsteuerungsproblems erlaubt es nun eine Beschreibung
der Steuerung zu finden, welche die Abweichung zwischen gewiinschtem Sollpfad und tatséchlich ent-
stehendem Istpfad minimiert. Diese Beschreibung enthilt den Kompensationspfad. Wird dieser wahrend
des Frasens anstatt des eigentlichen Sollpfads angesteuert, kann nahezu der gewiinschte Verlauf ohne
Abweichungen erreicht werden. Das zur Losung eingesetzte direkte Verfahren wandelt das dynamische
Optimierungsproblem in ein hochdimensionales NLP Problem um. Die mathematischen Grundlagen der
Optimalen Steuerung, die als spezielle Variationsprobleme angesehen werden konnen, und die Grundla-
gen zur Berechnung von NLP Problemen wurden in Kapitel 4 gegeben.

Kapitel 5 beinhaltet schlieRlich, wie mit Hilfe von PSOPT das Optimalsteuerungsproblem aufgestellt und
gelost, das Dynamikmodell mit Hilfe der MBSLIB erstellt und Ableitungen {iber automatisches Differen-
zieren mit ADOL-C ermittelt wurden. Ausgewéhlte Formulierungsmoglichkeiten des Optimalsteuerungs-
problems wurde erldutert. Resultate fiir einen vorgegebenen Beispielpfad wurden gezeigt und in Kapitel
6 bewertet.

7.2 Bewertung der entwickelten Methodik

Die Vorteile des auf Optimalsteuerung basierenden Ansatzes liegen hauptsachlich in der Flexibilitat und
der Adaptionsmoglichkeit auf unterschiedliche Problemfélle. Verschiedene Robotermodelle, Beschran-
kungen und Nebenbedingungen, Pfadvorgaben sowie externe Krafteinfliisse konnen leicht an das Opti-
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malsteuerungsproblem angekoppelt und ausgetauscht werden. So ist es moglich eine unabhingige feh-
lerminimierende Steuerungsstrategie zu finden. Optimalsteuerungsprobleme sind auf herkommlicher
Computerhardware effizient berechenbar und mit speziellen (teils frei verfiigbaren) Softwaretools ele-
gant zu implementieren. Auch fiir umfangreiche Problemstellungen ist diese Losungsmethode prinzipiell
geeignet. Da alle Berechnungen vor dem eigentlichen Frasen durchgefiihrt werden und die Steuerungs-
strategie offline bestimmt wird, sind keine Echtzeitbedingungen an den Prozess gekniipft.

Der Nachteil des beschriebenen Ansatzes liegt in der Notwendigkeit, dass ein sehr genaues Dynamik-
modell des Roboters vorliegen muss. Da die Berechnung der Kompensation vor dem Beginn der Pf-
adverfolgung erfolgt, kann auf Abweichungen wahrend des Prozesses, die aufgrund nicht beriicksich-
tigter Storeinfliisse oder Modellungenauigkeiten entstehen, nicht mehr reagiert werden. Mit Hilfe von
Softwarebibliotheken kann allerdings der Implementierungsaufwand eines realistischen und komplexen
Dynamikmodells erheblich reduziert werden. Jedoch miissen die Parameter dieses Modells, wie z.B.
Schwerpunktlagen, Tragheiten und Steifigkeiten, mit hoher Genauigkeit bestimmt werden. Dariiber hin-
aus fiihrt das Ankoppeln einer exakten Fraskraftberechnung an das Optimalsteuerungsproblem zu sehr
hohen Rechenzeiten. Wird stattdessen eine Approximation dieser Kréfte verwendet, muss erst iiber-
priift werden, ob die im Zusammenspiel mit dem gesamten Simulationsmodell berechneten Ergebnisse
realistisch sind.

7.3 Praktische Aspekte der Implementierung

Die Verwendung und gemeinsame Benutzung der in Abschnitt 5.2 vorgestellten Programmkomponenten
stellte zu Beginn dieser Arbeit eine Herausforderung dar, weil meist keine vordefinierten Schnittstellen
zur Verfligung standen. Dies fithrte zundchst zu einigen technischen Hindernissen, welche jedoch be-
reits durch eigene Modifikationen angemessen behoben werden konnten. Derzeit existieren jedoch noch
kleinere Limitationen, welche den Losungsprozess in seiner Effizienz einschranken. Sowohl die Dyna-
mikbibliothek MBSLIB als auch die Software ADOL-C befinden sich noch in der Entwicklung. Es ist an-
zunehmen, dass eine Verbesserung dieser Softwarekomponenten insgesamt eine Verbesserung und Ver-
einfachung der Implementierung des Losungsansatzes nach sich ziehen. Die verwendete Dynamikbiblio-
thek MBSLIB besitzt den Vorteil bereits ADOL-C zu unterstiitzen. Der notige Datentyp adouble ist somit
schon vorhanden. Auch die Optimalsteuerungssoftware PSOPT unterstiitzt ADOL-C. Das doppelte Ein-
binden von ADOL-C (anfangs unterschiedlicher Versionen) verursachte Kompatibilitdtsprobleme. Durch
eine Anpassung der ADOL-C Headerdateien wurde dies aber erfolgreich behoben. Des Weiteren scheint
es Einschrankungen bei der Verwendung von ADOL-C im Zusammenhang mit der MBSLIB zu geben.
Somit konnten bisher nur Probleme auf einem relativ groben Zeitgitter (~ 40 Knoten) gelost werden.
AuRerdem wird in jeder Iteration des Optimalsteuerungsproblems das komplette Robotermodell neu auf-
gebaut. Das Zwischenspeichern des Modells mit aktueller Konfiguration mittels einer globalen Variablen
schlug fehl. Dies wirkt sich auf die Rechenzeit aus und hat einen grof3en Einfluss auf die zusammenge-
stellten CPU-Zeiten von Tabellen 5.1, 5.2, 5.3 und 5.4. Es ist also zu erwarten, dass bei einer verbesserten
Dynamikmodellanbindung diese Rechenzeiten noch weiter reduziert werden konnen.

7.4 Ausblick

Diese Thesis kann als Grundlage fiir Erweiterungen und Verbesserungen dienen. Der zunéchst wich-
tigste Punkt, der in einer zukiinftigen Arbeit untersucht werden sollte, ist die ausfiihrliche Validierung
der Methode am realen Roboter. Erst dadurch kénnen Schwachstellen des Losungsansatzes zuverlassig
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identifiziert und daraufhin einzelne Komponenten iiberarbeitet und angepasst werden. Das am besten
geeignete Giitekriterium zur Bewertung des Verfahrens ist der direkte Vergleich zwischen der gewiinsch-
ten Werkstiickgeometrie und der durch das Frasen hergestellten Geometrie. Diese Gegeniiberstellung
gestaltet sich wiederum aufwendig. Das gefertigte Bauteil muss dabei moglichst genau vermessen wer-
den. Die so erhaltenen Daten kénnen mit der geforderten Geometrie in einem CAD-System verglichen
werden. Das Volumen, das durch die Differenzmengenoperation der beiden Geometrien entsteht, ist
ein robustes Mal$ zur Bewertung der in der Realitit erhaltenen Ergebnisse. In dieser Arbeit konnte be-
reits von einer hohen Modellgenauigkeit ausgegangen werden. Eine weitere Verbesserung des Modells
ist iiber Parameteridentifikations- und Schatzverfahren durchfiihrbar. Formulierungsansatze von Mehr-
phasenprobleme wurden beispielhaft gezeigt. Eine genauere Untersuchung von Problemstellungen, die
sich in mehrere Phasen unterteilen, ist sehr sinnvoll. Sollpfade, die Kanten oder nicht stetig differen-
zierbare Abschnitte enthalten, sowie Uberginge des Friskopfs aus und in das Werkstiick hinein sind
oft auftretende Félle beim Frasen und eignen sich fiir genauere Betrachtungen. Die Komplexitit des
Nagelbrettmodells zur Fraskraftberechnung wurde im Optimalsteuerungsproblem durch die Benutzung
einer Approximationsvorschrift umgangen. Die Entwicklung einer verbesserten Fraskraftapproximation,
welche die Werkstiickgeometrie beriicksichtigt und gleichzeitig effizient ist, wire jedoch von Vorteil.
Eine Uberschneidung im Pfad, wie sie z.B. in Abbildung 5.3 zu sehen ist, fithrt momentan zu keinem
Unterschied im Kraftverlauf, obwohl an dieser Stelle bereits Material abgetragen wurde.
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A DH-Parameter

Mit dem DH-Algorithmus kann die Kinematik eines Roboters aufgestellt werden. Ziel ist es die Parame-
tertabelle (vgl. Tabelle 3.1) bzw. die Transformationsmatrix (3.4) herzuleiten. Eine genaue Beschreibung
des Verfahrens ist in [54], [71], [55] zu finden.

* d; ist der Abstand zwischen der x;-Achse und dem Ursprung des Koordinatensystems S;_; entlang
der z;_;-Achse (bei Schubgelenken variabel).

* g; ist der Abstand zwischen der z;_;-Achse und dem Ursprung des Koordinatensystems S; entlang
der x;-Achse.

* 0; ist der Winkel zwischen der x;_;-Achse und der x;-Achse, gemessen um die z;_;-Achse (bei
Drehgelenken variabel).

* q; ist der Winkel zwischen der z;_;- und der z;-Achse, gemessen um die x;-Achse.

B Analytisches Losen einer DGL durch Variation der Konstanten

Das Verfahren wird anhand von DGL (3.20) erliutert:

o Zunéchst wird die DGL auf Standardform x” + ax’ + bx = f(t) gebracht.

k 1
x(t)+ —x(t) = —u(t) (B.1)
m m

o Die Losung x;(t) des homogenen Problems x” + ax’ 4+ bx = 0 wird bestimmt. Dazu werden
die Nullstellen des Charakteristischen Polynoms A, , = —% + (%)2 — b berechnet.

= k k2 (B.2)
27 om 4m? ’

A‘l =0 (B'B)

k
Az = - (B-4)

m

o Daraus lasst sich die Losungsbasis bestimmen.

(D) ALA€R A #Ay — x(t) =M, xy(t) =™ (B.5)
(i) ApA R A =L, — x;(t)=eMt x,(t) =teM! (B.6)
(i) A =a+if, A=A — x,(t)=e*cos(Bt), x,(t) =e* sin(ft) (B.7)

o Die homogene Losung geniigt dem Ansatz x(t) = ¢;x;(t) + cox5(t). Aufgrund von (i) ist:

x(t) =c; % +c, et (B.8)
=c;+0c e mt (B.9)
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o Als néchstes wird die partikuldre Losung x,(t) bestimmt. Hierfiir wird die Wronsky-Determi-
nante W (t) = x,(t)x5(t) — x,(t)x;(t) benotigt.

W(t)zl-(—;-e m)—e m -0 (B.10)
ko«
=~ .emt (B.11)
m
. . .. . . _ tx,(7)-f(7) x1(7)f(7)
o Die partikuldre Losung gentigt dem Ansatz x,(t) = —xl(t)fo ZWT dr+x2(t)f WD) dt
(e"T) Lu(t) e, (C 1 qu(r)
p(t)——l dr+e n' | —F——d71 (B.12)
—*T 0 _% .e—;T
t
k 1 k
= - u(T) dt—e m' | —u(r)-en” d7v (B.13)
kJ, o Kk

u(t) wurde noch nicht festgelegt, weswegen die Integrale nicht aufgelost werden.

o Die vollstindige Losung der inhomogenen DGL ergibt sich aus der Summe der homogenen
und der partikuldren Losung x(t) = x,(t) + x,(t).

1 (¢ i, £ . &,
x(t):z U(T) dt —e ™ m Eu(’f)'eml— dT+C1+C2€ m (B14)
0 0

C Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen

Die Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Bedingungen [64], [1] bilden die notwendigen Bedingungen 1. Ordnung
an die Losung p* eines restringierten NLP Problems (4.7)-(4.9).

VpL(p*,u', A7) =0 (C.1)
g ny
S V(P )+ ) - Va(p)+ Y A Vb(p*)=0 (C.2)
i=1 j=1
ui-a;(p*)=0, i=1,...,n, (C.3)
l}f-bj(p*)zo, j=1,...,n (C.49)
A;f >0 (C.5)

Die notwendige Bedingung 2. Ordnung stellt sicher, dass es sich bei der gefundenen Losung p* um
ein Minimum handelt, indem die Kriimmung an dieser Stelle untersucht wird. Die Hessematrix der
Lagrangefunktion muss dort positiv definit sein. Eine allgemeinere Formulierung fiir alle zuldssigen
Suchrichgungen z € R\ {0} lautet:

T H, (p*, ', A")-2>0 (C.6)
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